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RECHERCHES SUR PLUSIEURS OUVRAGES
DE LEONARD DE PISE

ET

SUR DIVERSES QUESTIONS D'ARITHMETIQUE SUPERIEURE

CHAPITRE 1.
SUR LES SERIES RECURRENTES.

Le user aseaci de Léonard de Pise contient un certain nombre de questions
intéressantes qui se rapportent i l'analyse indéterminde du premier degrd, et
dont la solution semble indiquer que cette analyse €tait connue bien longtemps
avant Claude Gaspard Bachet de Méziriac, qui la donna en 1624 (*)y et passe en-
core anjourd’hui pour Pinventeur de cette théorie (**).

(*) PROBLEMES | PLAIBANS ET || DEL ECTABLES, QVI It se font par les nombves. | Partie recueillis de
diuers Autheurs, partie inuentes)|de nouveau avec leur demonstration.||Par CLAVDE GABPAR BACHET,
Bicur{|de Meziriac.|{Seconde Edition, reveus, corrigde, dov augmentée de plusioursiipropositions, dos de
plusiours Problemes, par||le mesme Autheur||Tres-vtile pour toutes sortes de personnes curieuses, rui se
seruent|lde I'Arithmetique, & Mathematique.||.« zron,||Chez PiEnnE Ricavp & Associez, rut|;Mercie-
re, au coing de rué Ferrandiere, if'I'Enscigne de In Fortune.}|ar. ne. xxs111., page 18, lig. 2428, pages
19—32, page 33, lig.1 -2, PROPOSITION XVINL ~~PROBLEMES||PLAISANTS @ DELECTABLESH QUI SE FONT pax
LES NOMBRES|| PAR GLAUDE-GASPAR BACHET || SIEUR DE MEztRIAC || TROISIEME EDITION | Rerve, sia-
PLIPIEE BT AUGMENTEE||PAR A. LABOSNE[| Professeur de Mathématiques{|paAr1s|lcAUTHIER-VILLA KS,
IMPRIMEUR-LIBRAIRE || QUAY DES GHANDS-AUGUSTINS, 55]11874||(Tous droits réservés), pages 227-—233.

(**) Lagrange aprés avoir exposé la résolation de I'équation an — by = ¢ cn nombres entiers,
ajoute (BLEMENS || D'ALGEBRE || P4R || 2. LEON 4RD EULER, {| ThADUITS DE L'ALLEMAND, |4V EC Dks
NOZ'8S ET DES ADDITIONS. || TOME SECOND, || DE L'ANALYSR INDETERMINEE. | 4 LYoX, || Chez
JEAan-Marte wrurser , Peve & Fils. || 3. nce. Lxxiv. || Avee Approbation {ps Privilege du Roi .
page 524, lig. 4~-20. ADDITIONS, PARAGRAPHE IIT, N.® 4B, — ELEMENS [| D'ALCEDRE | PAR || LEONARD
EULER, || TRADUITS DE L'ALLEMAND, || AVEC DES NOTES ET DES ADDITIONS. || DE L'ANALYSE INDETER-
MINRE, || A LYON, || Ches Bauvser ainé & Compagnie. [} L'an Ille. de vL'BrE Républicaine, page 523, .
lig. 2—~20. — ELEMENS (| D'ALGEBRE, [| PAR [ LEONARD EULER,|| TRADUITS DY L'ALLEMAND, || AVEC BES
NOTES BT DES ADDITIONS. || Nouvelle Edition vevue dos corrigée. | TOME SECOXD. [ DE L'ANALYSE IN-
DETEAMINEE. | A PETERBBOURG: || Bt s¢ trouve 4 PARIS. {3, pee.xevinr, page 528, lig. 1224, page
526, lig. 1—6. — ErEmENs | ' ALGESRE, | PAR LEONARD EULER, || TRADUITS DE L' ALLEMAND, || AVEC
DES NOTES ET DES ADDITIONS. || NOUVELLE EDITION, [| REVUE ET CORRIGEE, || TOME SECOND. || ANA-
LYSE INDETERMINEE. || A PARIS, ¢cC. SEPTEMBAE 4807, page 381, lig. 45—287):

« 45. On doit la premidre solutinn de ce » & (rbs-ingdoicuse , & ne laisse rien & dé-
» probléime % M, Bachet de Mesiriac, qui » sirer die ebtd de 1 dlégavce & do o gdud-
» I'a donnde daus la seconde ddition de ses 3 ralitd,

» Récrdations methématiques , intituldes Pro- » Nous suisissons avec plisic colte ocea-
v blemes plai:anrbadé?ectnblaa, doc. La pre. sion de rendre & ¢e savant Auteur la justice
> mibtre ddition de cet Ouvrage a parn oo qui lui est due sur ce sujot, parce quo nous
» 1642, mais 1a solution dont il * agit , »' y avons remarqud que les Gdometres qui ont
? eit qu’annonede, & co n' est quo dans ) ddi- traitd Jo méme problome sprds Jui, o' ont

» tien de 1624 qu'on lo trouve ecomplotte, jamais fait sucune mention de son travail »,
» b2 mdthode do M, Bachot ost teds-dirgle
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La question « De homine, qui emit 100 staria frumenti » et les deux suivantes
du « Liber Abbaci » de Léonard de Piso (*), la question ayant pour titre; « De
» auibus emendis secundum proportionem datam », et les deux suivantes, que
Fon trouve dans un opuscule du méme autenr (**), se rapportent entitrement &
I'analyse indéterminde du premier degré, et conduisent & des dquations indé-
termindes du premior degré & deux, trois, quatre et cipq inconnues,

Les commentaires des divers auteurs hindous qui accompagnent le texte des
ouvrages de Brahmegupta et de Bhascara Acharya, le premier du VI° sitcle
et le second du XII°, attribuent en effet & un auteur plus uncien que Brahme-

-
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Lagrange oxpose enguito cette méthode ( gréarens [| o’ ALGEBRE || PAR || M. LEONARD BULER , ofc.
TOME SECOND, efc. A LYON, ele. Mpocrxxiv, elc, page 534, lig, 21-83, pages 325520, — fLE-
MENS || 0’ALGEBRE, efc. A LYON, etc. L'an I, ete., page 523, lig. 2123, puges $96~5¢7, — frk-
MENE || D'ALGEDRE, ¢lo. TOME S8ECOND, etc, A PETERBBOVRG, éle. M.pCC.XOVINI, page 526, lig. 7T—23,
page 327.—— ELEMENS [| D'ALGEBRE, olc. TOME SECOND,elc, A PARIS, elc. 8EPTEMBRE 1807, page 384,
lig. 28—29, page 382, — Dans le texte latin des Disquisitiones Arithmetice do Gauss on lit (pI-
SQVISITIONES || ARITHMETICAR || AVCTORE [| D. CAROLO FRIDERIGO GAVSS (| LIPSIAE [[IN COMMIBES
ApvD Greed. Freiscues, Jux. | 4801, page 066, lig, 3—14, ADDITAMENTA, ~~ CARL FRIEDRICH GAVSS ||
WERKE || ERSTER BAND [| HERAUSGEGEBEN {| VON DER || KONIGLICHEN GESELLSCHART DER WISSENSCHAR-
TEN || 2U || cBTTINGEN || 863, page 463, lig. 2—9);

¢ Ad art, 38. Solutlo aequationis indeterminatse s est), Bachet {nuentym syum in editiune secunda
3 ay == by o { son primo sb ill, Bulero (vt tl- » libel Problémes plairne ot deleciables qui se font
s lic dicitur) sed lym & geometra 170l gaeculi Ba- ¥ par los nombres, {424, tradidity tn editione pri-
» chet de Mesivisc, celebei Diophanti oditow & » wa (s Lyon 16842), quam solem mihi videre
» commentatore, perfects est, cul ill, La Grange 3 licuit, noundam exsiat , verumtamen lsm sanun-

* huno lonorem visdicvult ( Add, & I' Algdhre d'
» Euler p. 525, vhi simul method) indoles indicata

Poutlet-Delisle traduit ce passage ainsi {Recuenrces | ARITHMETIQUES, | Par M, Cu.-Fr. Gauss (de
Brunswick); i Traduites par A.~C.-M. POULLET~DELISLE, | Professeur qe Mathématiques au Lycée

d'Orléans. || & rants, | Chez Courcien, Imprimeur-Libraire pour Ies | Mathématiques, quai des Au-
gustins, n° 57, || 1807, page 490, lig. 2—13)

« N2 23. La solution do I’ dquation inddtorminde ax o &y == &= 4
»0'a pav dié trouvde pour Ia premiiro fois par Buler, cotdme pouy
» 'avous dit, mals par Bachst de Mesiriac, glombtre da dig~
» septidme  sibele , cdlibre par 1" ddition de Dioplaate qy'll a pus
» bliés ave des Commontaires. C' est Lagrange qui lui o & restitud
s I hovtour, dens ses Additions & I' Algdbre d° Buler, p. 526,
> ob il indique en mémo tomps lo fond do la méthedo, Aachet 2
» publid sx découverte dans lo seconde édition de son Ouvyage
2 iotituld 1+ Probldmes platsans et ddlectables qui se font par let
s nombres , 16245 clle ' oxiste pis dans la premitre éditjou ( inme
» primds & Lyou et 4722 {sic) ) qul est la scule quo j'sle ¢ue, mait
selle y est annonede, »

(*) SCRITTL [ 21] LEONARDO PISANO, 6lt. VOLUME 1. [|(LEONARDI PIgAN), LIAER ABBACI). (| ROMA,
elc. MDCCCL VI, page 284, Jig. 28--43, page 288, lig. 1—48.

(**) TRE SCRITTI 1vgDITL [ DI [| LEONARDO PISANO, elc. FIRENZE || rrroGRAVLA CALILEIANA [ di
M. Cellini e C. il 1884, page 44, lig. 17—25, pages 4548, page 49, lig, 1—~10. —~ opyscowt || ot |
LEONARDO PISANO, ele, SECONDA EDIZIONE |} FIRENZE || TIPOGRAFIA GALILEIANA Jdi M. Cellini e
C. [ 4856, page 44, lig. 17~95, pages 45—48, page 49, lig, 1—10. — gCRITTY || 0t | LEONARDO PIe
8ANO, efc. VOLUME 11, (| (LEONARDI PISANT PRACTICA GEOMETRIAE ED QPUSCOLY) | nOMA, otc. 1863,
page 247, lig, 19—43, page 248, page 249, lig. 1—928. — ANNALI [| ot 8C1ENZE || MATEMATICHE B
FISICHE || COMPILATI[| DA BARNADA TORTOLINY, €CC. TOMO SESTO [l roua, ete. 1885, page 218, lig.
6~~28, pages 219924, page 228, lig. 1—26, 28—33, Giugno 4888, — gonna | TRE SCRITTI INEDITE ||
DI LEONARDO PISANO, ele. NOT B 4N ALITICHE || DI ANGELO GEROCCHI || yoma [| Xipografia delle Belle
Arti {| 1885, pages 28—33, page 34, lig. 1—26, 2833

» clatue »,



(5)
gupta, ct qu'ils nomment Aryabhatta, la résolution de I'équation indétermi-
née du premier degré b deux inconnues, en nombres entiers (),

Mais, nous signalerons plus particulidrement dans ce travail, une question fort
curieuse du Lipen assact , qui renferme le premier exemple des sévies récur-
rentes. On trouve en cffet, a I'endroit cité ci~dessus , le passage suivant qui
n’avait point été remarqué (*¥):

« Quot paria coniculorum in uno anno ew uno pariv germinentur,

. Qvidam posuit unum par cuniculorum in guodam loco, qui erat undique pariete
P | circundatus, ut sciret, quot ex eo paria germinarentur in uno anno: cum patura eorum
primos | Bt per singulum mensem aliud par germinare ; ¢t in secundo mense ab eorum nati-

2 uitate germinant. Quia supraseriptum par in primo mense germinat, duplicabis ipsun,
Besundus | erunt paria duo in uno mense. Ex quibus unum, scilicet primum, in secundo mense

) gewinat; et sic sunt in secundo mense paria 3; ex quibus in wno mense duo pre-
tﬂgim goantur; et gemninantur in tercio mense paria 2 coniculorum; et sic sunt paria & in

ipso mense; ex quibus in ipso pregnantur paria 3; et sunt in quarto mense paria 8;

Q“'S'" ex quibus [:aria 8 geminant alia paria 5: quibus additis cum parijs 8, faciunt paria
Qoines | 43 10 quinto mense; ex quibus paria 3, que geminata fuerunt in ipso mense, non con-
13 cipiunt in ipso mense, sed alia 8 paria preghantur; et sic sunt in sexto mense paria 21;
Sestus | Cum quibug additis parijs 43, que geminantur in septimo , erunt in ipso {mria 34,
7] com quibus additis parijs 21, que geminantur in octavo mense , erunt §n tpso paria
Septimus | B8: cum quibus sddatis parijs 34, que geminantar in nono mense, erunt in ipso paria

o 84 89; cum quibus addilis rursum parijs 85, que gominantur in decimo, erunt in ipso paria
s | 144 cum quibus additis rursum parijs 89, que geminantur in undecimo mense, erunt
Nowas | 1 IPs0 paria 233, Cum quibus etiam additis parijs 144, que geminsntur in ultimo

89 mense, crunt paria 377; et tot paria peperit suprascriptum par in prefato loco in ca-

Decimus | Pile unius anni, Potes enim uidere in hac margine, qualiter hoc operati fuimus, scilicet

LY quod junximus primum numerum cum secundo, uidelicet 4 cum 2; ot secundum cum

Undecimus | lercio; et tercium cum quarto; et quartum cum quinto, ot siv deinceps, dunec iunximus

233 decimtm cum undecimo, uidelicet 144 cum 233; et habuimus suprascriptorum cunicu-

Do Iorumihsummam, uidelicet 377; et sic posses facere per ordinem de infinitis numeris
mensibus ».

On retrouve cette série, quatre sidcles plus tard, dans la dernitre des anno-

TP EY Y YEEY EY

(*) ALGEBRA , |l WITH | ARITHMETIC AND MENSURATION, || FROM THE || SANSCRIT || OF | sramArE-
GUPTA AND BHASCARA. || TRANSLATED BY || HENRY THOMAS COLEBROOKE, etc. LONDON: | JOHN MUR-
RAY, ALBEMAKLE STREET.[[1817, page vu, lig. 22—30, 36, note 4, — MISCELLANEOUS essavs||ey|[u. .
COLEBROOKE. || 18 TWO VOLUMES. || vou, 11, || LONDON: || WAL, H. ALLEN AND CO., || LEADENHALL
STREET. || 1837, page 426, lin. 3—13, 31. ~— HISTOIRE | DES [| SCIENCES MATHMEMATIQUES | EX 17A-
LIE {| DEPUIS LA RENAISSANCE DES LETTRES ]| JUSQU'A LA FIN DU XViIe SIECLE.||PAR GUILLAUME 1.1-
BRL {| TOME PREMIER. [| PARYS. Il LIBRAIRIE DE PAULIN, |} RUE PE SEINE, X° 33. [} 1835, page 434, lig.
8—44, 18--206, page 138, lig. 1—~3, {7—20. — BISTOIRE | nEs || sCIENCES MATREMATIQUES [l £V 1TA~
LIE, || DEPUIS LA RENAISSANCE DES LETTRES || sUSQUA LA FIN DU DIX-SEPTIEME stbcLE, i AR cuiL-
LAUME LIBAL[l TOME PBEMIER. [ A PARIR, | CHEZ JULES RENOUARD ET ¢l , LIBRAYRES [| HUE DE
TOURNON, N 6 |} 4838, page 127, lig. $4—18, page 128, lig. 1—2, 10—21. — HISTOIRE || DES || SCIEN-
CES MATHEMATIQUES [| EN ITALIZ, ¢i¢. PAR || GUILLAUME LIBRI. || TOME PREMIER. i pEOXIEME ED)-
TION. [ BawLe /8., | A, w. scamivT. || 1865, page 127, lig. 11—15, page 128, lig. 1—=2, 16—21. —
STORIA || DELLE || SCIENZE MATEMATICHE |} IN ITALIA || DT | GUGLIELMO LIBRY Il vERSIONE || DI || LUIGK
MASIERT || DOTTORE IN RISICA E MATEMATICA || TOMO PRIMO || Milano [} TIPOGRAFIA E LIBRERIA PI-
ROTTA E C. | Contrada di Santa Radegonda, N. 984. || 4842, page 107, lig. 10~18, 99---33, — APERGU
WISTORIQUE [ SUR L'ORIGINE ET LE DEVELOPPEMENT || DES METHODES EN GEOMETRIE, elc. PAR M.
CHASLES, elc. RRUXBLLES, [| M. HAYEZ, IMPRIMEUR DE L'ACADEMIE ROYALE || 1837, page 418, lig. 20
~=35, — APEAGU HISTORIQUE [| SUR L'ORIGINE ET LE DEVELOPPEMENT [| RS METHODRS EN GEOME-
TRIE, ete. Par m. cuastes, ete, secoxnpy EDITION, CONFORME A LA PREMIERE. {| PARIS, [| GAUTHIER-
VILLARS, olc. 4875, page 448, lig. 20—38.

(**) SCAUPTL || DI LEORARDO PISANO | MATEMATICO DEL SECOLO DECIMOTERZO, e0C. VOLUME 1,
ctc., page 283, lig. 3343, page 984, lig. 1~13.
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tations d'Ausert Ginano (mort en 1633 (" ), sur la traduction francaise qu’ il
fit lui méme du einquitme et du sixitme livee de FAvithmétique de Diopnante (**),
On lit, en cHet, dans cette annotation (*49) .

(*} Mathematisches | Wirterbuch, ecc. von || Georg Simon Kligel, ecc. Brste Abtheilung 1| Dic
reine Mothematik. | Erster Theil | von A bis D, ece. Leipzig, elc. 1803, pago 58, lig, t—4. — n10-
GRAPHISCH-LITERARISGHES | HANDWONTERBUCH | 2UR GESCHICHTE f| DE1 EXACTEN WISBENSCHARTEN ,
ele. GESAMMELT |l VOK I} 1. C. POGGENDOREF, elC. ERSTER BAND. I} A—1. ]| LEIPZIG, 4863, col, 002, lig.
3083, « BULLETTINO || DI || BIBLIOGAAFIA E DI STORIA L DELLE [ SCIENZE MATEMATIGHE E Figl-
CHE [} PUBBLICATO | D\ B, BONCOMPAGNI, ele. TUMO 111, Il ROy, efe. 1870, page 360, lig. 12, o no-
ta (2}, orTOBRE 1870. — BULLETTING il o1 || BIBLIOGRAFIA E DL 8TORIA || DELLE [| SCIENZE MATEMA-
TICHE E FISICHE, ele, TOMO VIL || RoMA, elc. 1874, page 559, lig. 1—10: page 560, lig, §—10, —
Une Jettre dédicatoire de la veuve ot dos enfants d'Albert Girard aus Etats énéraux des Pays-bas
se {rouve dans les pages cinquitme itsignée * 3), sixidme et suﬁtiéme de I' édition intitulée « s ||
b @uvRes || Mathematiques f| ve || simon srEviN de Bruges. || Ob sont inserées les I MEMOIRES MATHE-
» MATIQVES, || Esquelles s'est exercé le Tres-haut & Tres-illustre Prince Mavnice | de Nassau, Prince
» d'Aurenge, Gouverneur des Provinces des||Pals-bas unis, General par Mer & par Terre, ke, | Le
» lout reveu, corrigé, dos augmenté || Par ALUERT GIRARD Samiclois, Mathematicien, || 4 LEYDE || Chez
» Bonaventure & Abraham Elsevier, Imprimeurs ordinaires i de I’'Université, Axvo cla loc xxx1v »,
Dans cette leltre intitulée (LEs | @uvres |l Mathematiques |f pE || s1yax sTrVIN de Bruges, ofc., page
cinquidme, lig. 4—10): « A Tres-hauls Trés-puissants Seignewrs || Mosseigneurs los [| ESTATS -
» GENERAUX [l oE rAls BaS ums,llzﬂk’i Trés-haut dos Trés—illustre Prinee {j Monseigneur lo || priNcE
» D'AURENGE || Gouverneur des dites Provinces, General | par Mer & par Terre, &e. » etsignée (128
®uvREs || Mathematiques || ot || sroN steviy de Bruges, etc. , page septicme, lig. 8—14): « Mps-
SEIGNEVAS , | De vos Tres-illustres Seigneuries , do* de vostre || ExcELLENCE, || Les Tres-humbles
» & Tres ubeissans subjols servi-jjteurs & sctvanles, la vefve & fes enfans orphe-lilins de feu ||
» ALBERT Ginano », on lit (LES|) ®UvREs | Mathematiques [| pe || sistoN sTEVIN de ruges , ete. ,
page S¢me, gignée * 3, lig, 12—20);

ESSEIGNEVRS * temps a la recorche (2ic) des plus besux socrsts do Mathe-

Voicl une pauvre velvo avec onse  » maligaes; ayant estd ravi lues qu'il projettoit d'en fais
enfans orpholins, ausquols lo mari  » ser quelques monuments utiles & ln posteritd , & de
& pere, decedd il y a un an u'a balssd > sa propre invention lesquels il cust luy mesmo ap.
qu’une boune reputation davoir 8. » porté aux picds de vor Seigocuries Tres—illustres, si

¥ delement sevvi, employé tout son » Diou luy ecust donnd lo loisir de les parachover »,

La veuve et les enfants d'Albert Girard disant dans ce passage de Jeur lettre ci-dessus mentionnée
que ce géométre dtait wdecedé il y a un ann, fon! connaitre qu’il est mort en 1633, 'ddition inti-
tulée « r.rs||@uvres || Mathematiques || vE || sion STEVIN », ele. qui contient cetlo lettro ayant dans
son {rontispice la date « clo I9 cxxxiv » (Voyrz Ia ligne 17 de cotte page 6), o est-d-dire
« 1634 ». Dans le quatridme volume de cette édition se trouve une note d’Albort Girard, dang la-
quelle on it (Les || wuvees | Mathematiques || o || statox sTEVIN de Bruges, etc, QUATRIESME voO-
LUME || Traitant de || L’ART PONDERAIRE [|Ou || DE L4 STATIQVE, pago 482, col, 2%, lig. 12~18):

("I I

¢ On pour-
v ru volr commont, en quelle forme , o de guel nombre on pourra
s faire lss dents des vigoursux roiiages en mos Mochaniquesy car I
2 y @ une paison, une considdration, do une invention non vulgaira
s qur co subject, mais estant ley on puys ostrange, sans Macenas, o
3 Ron aans pertes, avec une grande famille je n'ay pasle loisir, ny
3 la pouvoir d'escrire fcy tont ce qui y pourroit estre convenable 's.

Ce passage de la note citée ri-dessus ’Albert Girard démoutre comme 1'a fait pareillement remor-

quer M, Vorsiermann Van Oijen (sut.LETTINO [| D1 || BIBLIOGRAFIA, 6lc. TONO 111, fl ROMA, ete. 1870,
page 360, lig. 11—13, pEcENBRE 4870. — QUELQUNS | ARPENTEURS HOLLANDA IS [} PE LA FIN DU XVme}|
ET DU COMMENGCEMENT DU XVII™® SIECLE | ET LEURS INSTRUMENTS [| PAR C. A. VORSTERMAN VAN
ONEN, elc. ROME, elc. 1870, page 38, lig. 14—12) qu'Albert Girard n'appartenait pas aux Pays-Bas.

(**} « SIXIESME LIVKE || D'ALGESRE || DE || DIOPHANTE D'ALEXANORIE; || Traduict en langue Fran-
» goise dos expliqué par || AuerT GIrarn, Samielofs » (LCARITHMETIQVE || DE | s1MON STEVIN || DE
BRVGES, || Reueud, corrigee & augmens/||tée do plusienrs traictez. |j et annotations || parq ALBERT Gl
» ARD || Samielois Mothemativijcien. {| A retog, || de I’ Imprimerio des || ELZEVIERS. [t el loe xxv,
pages 850—677. — vLEs || @ovaEs || Mathématiques || ng || sisox sTEVIN de Bruges , ete., page 163,
col. 3—4, pages 164—189, page 170, col. 4—2), — L0 Baron Jean Plana dit (MEMORIE| DELLA |
REALE ACCADEMIA [| DELLE $CIENZE || DI TORINO | sERIE SECONDA || Toso XX. || TORING | PALLA BTAM-
PERIA REALE || MDCCCLXIIL, page 93, lig. 31—39. — REFLEXIONS NOUVELLES Il sUR || peUX MEMOIRES
DE LAGRANGE [| PUBLIES EN 1789 {| DANS LE TOME IV DES MISCELLANEA TAURINENSIA l PAR [| 7EAN
PLANA || TURIN || DE 1’IMPRIMERIE ROVALE || 4850, page 9, lig. 31—39):

¢ A, GIRARD u commentd lo V.% et la VL® Livre de Dioruante vors 1684, sans avoir con-
» naissanco du Commentaire sur DIOPHANTR, de BAcHET DE M¥zIaIAC qui avalt parn on 1621,

(***) L'ARITHMETIQVE || E ] S1MON STEVIN | DE BRVGES, elc., page 677, lig. 4—17. = LS| ®U-
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« Pois que je suis enlré en Ja matiere des nombres ra-
» tionanx jadjousteray cncor deux un trois particularitez
» nul encor par cy devant practiquées, comme d’explic-
) quer les radicaux extremement pres, par cortains nom-
» bres 4 ce plus aptes & idoines que les autres, vellement
» que 8i I'on cntreprencit les mesines closes par des au-
» tres nombres ce ne seroit sans grandement augmonter
a1 le nombres des characteres; & pour exemple soit proposé
» d'expliequer par dus rationaux la roison des segmens de
» la ligne coupée en ln moyenne & exlrome raison, soit
» faicte une telle rmgression 0,4,1,2,3, 8,8, 13, 24, &e.
» dont chasque nobre svit egal aux deux precedens , alors
» deux nombres pris immediatemdl denotleront la mes-
» me raison, comme 5 & 8 on 8 &t 43 &e, & tant plus grands,
» tant plus pres, comme ces deux BY4T5080 & 06234155 ,
» lellement que 13, 13, 24 constituent assez precisement un
» triangle Isosccles ayant I'angle du pentagone ».

Nous devons signaler dans ce passage d’Aubert Giramp, deux erreurs de cal-
cul, qui ont été conservées, jusqu's présent, dans les diverses reproductions
qui en ont été faites. Les deux nombres de huit chilfres soavs086 et ospssiss,
- doivent dtre remplacés par les termes de la série de Fibonacci dont les rangs
sont 39 et 40, c'est-a~dire par 63243086 et 102034185, ainsi que cela résulte du
tableau des soixante premiers termes de cette série, que nous donnons plus loin.
La comparaison des deux résultats, identiques pour les quatre derniers chiffres,
indique évidemment que les résultats erronds proviennent d'une faunte d'addition
commise dans le calcul des premiers chiffres de I'un des termes qui précédent.

En 1753, le D.* Rosent Suuson (*), professeur de mathématiques dans I'Université
de Glasgow (**), dans un commentaire sur le passage de l'aunotation ci—dessus
mentionnée d’Aussrr Ginamp, a fait remarquer que la série en question est

vRES {| Mathematiques [ bE || stwron sTEVIN de Bruges, ete., page 169, col. Je—4e, page 170, col. 1,
lig. 1—13, — BULLETTINO || DI || BIBLIOGRAFIA £ DY STORIA || DELLE || SCIENZE MATEMATICHE E Fi-
SICHE [l PUBBLICATO [| DA B, BONCOMPAGNT, efc. TOVMO vin |} ROMa, efc. 1874, page 539, lig. 1—10,
pege 500, lig. 140, NOVEMBRE 1874, — NOTIZIE STORICHE || SULLE FRAZION! CONTINUE [ DAL SE-
COLO DECIMOTERZO AL DECIMOSETTINO || PER § ANTONIO FAVARO, elc. ROMA, etc. 1875, page 8,
lig. 1—40, page 82, lig. 1--10,

{*) Ce savant né & Kirton-hall (Ayrshire) le 14 octobre 1087 (A PRILOSOPRICAL AND MATHEMA-
TICAL DICTIONARY, elC. BY CHARLES HUTTON, ¢le. vor, 11, clc. LONDON, ele. 4815, page 385, col. 9°,
lig. 41-~14. — THE GENERAL DICTIONARY, @fC. A NE\W EDITION RRVISED AND ENLARGED BY ALEXAN-
DER CHALMERS F. 8 A, VOL. XXVl || LoxooN, etc. 1816, page 21, lig. 19—21) mourut le { octo~
bre 1768 (A PHILOSOPHICAL AND MATHEMATICAL, 6l¢. DICTIONARY, el¢, BY CHARLES HyTTON s efc.
voL. 11, ete., page 397, col. 8, lig. 3034, ~— THE GENERAL DICTIONARY, ofc. VOL. XXviM, €ic., page
27, lig. 9).

{"';g) « An Explication of an obscure Passageljin Albert Girard's Commentary upon Simon || Stevin's
» Works (Vide Les Ocuvres Ma-j[them, de Simon Stevin, 4 Leyde, 1634, | p. 109, 170); by Mr. Simson,
» Professor 1t of Mathematics at the University of Glas-|igow : Communicated by the Right Honour-i|
» able Philip Earl Stanhope » (PRILOSOPHICAL | TRANSACTIONS, [| GIVING SOME [ ACCOUNT|loF¥ THE(|
Present Undertakings, Studies, and Labours, [| oF THE [ INGENTOUS, [ 1¥ MANY § Considerable Parts
of the woaro. | vou, xtviis. PART 1. For the Year 1753. | zowpow, etc. M. pcc. Liv, pages 368—
376; page 377, lig. 1~8, — PHILOSOPHICAL TRANSACTIONS [} OF THE ]| ROYAL BOCIETY OF LONDON||
FROM THEIR COMMENCEMENT EN {068 TO 'THE YEAR 4800 | Adbriged WiTH NOTES AND BIOGRAPHICAL
ILLUSTRATIONS || BY CHARLES HUTTON, efc. VvOL. X.[j LONDON, etc. 1809, pages 430—433 ; page
434, lig. §-8).
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donnde par le caleul des quotients et des fractions convergentes des expressions
irrationnelles

{L-*i et mﬁm’ ’
2 2

(qui représentent respectivement les valeurs de
. ® . W
2sin— et 2sin 3.
10 10

Gabriel Lawg, né 4 Tours le s juillet 1795 (*), mort & Paris le 1 mai
1870 (**), dans un travail présenté b I' Académie des Sciences dans la sdance
du 28 octobre 184, indique I application que V'on peut faire de cette série ,
a la détermination d' une limite supédrieure du nombre des opérations i faire

dans la recherche du plus grand commun diviseur de deux nombres entiers ’
lorsque Yon emploie la méthode ordinaire de lu division (59,

On aen effet, le théordme suivant :

Tutonese. — Le nombre des divisions & effectuer, pour trouver le plus grand
commun diviseur de deux nombres entiers, par la methode ordinaire de la
division dans le systéme decimal, est toujours moindre que cing fois le nom~
bre des chiffres du plus petit des deux nombres entiers.

Jacques Bungr, né i Rennes le 2 féyrier 1186 (****), mort a Paris le 12 mai
1886 (****%, dans un travail présenté a ’Académie des Sciences dans la séance
du 4 novembre 1844, remarque que la série de Lawt 1, 3, 3, 3, 8, 43.. . est
identique a celle qui lui avait donné le dénombrement des combinaisons dis-

(*) BULLETIN [| DES || SCIENCES MATHEMATIQUES | ET {| ASTRONOMIQUES, || REDIGE PAR M. G. DAR-
BOUX, [| AYEC LA COLLABORATION DE MM. HOUEL ET LOEWY, || 8OUS LA DIRECTION DE LA GOMMis-
SION DES HAUTES ETUDES. | TOME PREMIER, ~ ANNEE 1870, || PARIS, || GAUTHIER-VILLARS, efc. 1870,
pago 224, lig. 12—14, susLrer 1870,

{*') COMPTES RENDUS [| HEBDOMADAIRES || DES sEANCES || DE L'ACADEMIE DES SCIENCES, elc. TOME
SOIXANTE-DIXIEME || SANVIER-IUIN 1870, || PARIS, || CADTRIER-VILLARS, efe. 4870, page 961, lig. 8—10,
N.o 18, SEANCE DU LuNDI 2 MAI 1870, — 0URNAL I} DES SAVANTS. | ANNEE 4870. || PARIS, || IMPRI-
MERIE IMPERTALE. || M pcce Lxx, page 327, lig. 13, MAy 1870, — BULLETIN || DES || SCIENCES MATHE-
MATIQUES, etc. TOME PREMIER. ~ ANNEE 1870, elc., page 234, lig. 12—14. — On trouve un cata~
logue des travaux de ce savant dans le volume intituld « BULLETIN | DES | sCIENGES MATHEMATIQUES,
» efc. TOME PREMIER,-ANNBE 1870 », ete. (page 224, lig. 26—35, pages 288—227, page 228, lig. 1—26).

(***) COMPTES RENDUS || HEBDOMADAIRES [ DES SEANCES i DE L'ACADEMIE DES SCIERCES, ete.. TO-
ME DIX~NEUVIEME, || JUILLET-DEGEMBRE 1844, | PARIS, etc. 1844, page 86, lig. 8—23, pages 868—
869, page 870, lig. $—~—3, ¥.° 48, SEANCE DU LUNDI 98 OCTOBRE 1845

(**¥*) LA FRANCE || LITTERAIRE || OU || DICTIONNAIRE BIBLIOGRAPHIQUE, etC. PAR J.-M. QUERARD.]
TOME PREMIER. || PARIS, ofC, CHEZ FIRMIN DIDOT, PERE ET FILS, LIBRAIRES, || RUE JACOB, N 24 i
M pCCC XXVII, page 338, col. 2%, lig., 10—14.

(*****) COMPTES RENDUS || BEBDOMADAIRES || DES SBANCES||DE L’ACADEMIE hES SCIENCES, etc.TO-
ME QUARANTE-DEUXIEME || SANVIER-JUIN 1850, || PARTS, [ MALLET-BACHELIER, efe. 1856, page 873, lig.
8—12, N° 19, SEANCE DU LUNDI 49 Mar 1830, — JOURNAL [ DES SAVANTS. [ ANNER 1856 I panis, ||
IMPRIMERIE YMPERIALE. || M vCCC LVY, page 346, lig, 12—13, MAl 4856,
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contigués (*), et dont il avait parlé dans un autre travail présenté a la méme
Académie le 28 septembre 1843 (**). Il démontre qu'avec un certain degré d'ap-
proximation on peut reduire le terme général de cétte série 3 un mondme (***),

Enfin, dans un Mémoire publié en 185, le Baron Jean Puana (**#¥), a rappeld les
travaux de R. Sison; mais aucun des auteurs dont nous venons de parler, n'a
attribué & Fisonacer I'honneur de la découverte de cette série si remarquable.

Dans ce premier Chapitre, notre but est d'exposer quelques propriétés nou-
velles de cette série si ancienne, et d'indiquer I application de ces propositions
2 la recherche de la loi de distribution des nombres premiers.

§1.
La série dite de Lamé, mais considérée pour la premidre fois par Léonard de Pise,
ainsi que nous venons de le dire, est une série récurrente donnde par la relation
' “1) Unpa SlUpyy Uy
et par les deux conditions initiales

uOEO’ ula’.t

L'expression d'un terme quelconque de cette série est donnée, en fonction de
son rang, par la formule

(2) ‘/Euum[i-l-\/g]u“ _:élg]n’

{*) « M. Lamé a rattaché sa démonstration ingénieuse a la considération d’une || série récurrente
» particulitre 4,9, 3, §, 8, 13, ..., dont un terme g, se forme || de la somme des deux précédents:
» ello est identique & celio qui m’a donné I'ex-||pression du dénombrement des combinaisons dis-
» scontiguds [ Comptes rendus || de I' Académie, tome XVII, poge 5637, et Yon al| ‘fn ==

| k=2 - \ 43 )
»n V'g‘ [(’ +2Vg) — (i 5 ﬁ) ]. » {coMrTES RENDUS [| REBDOMADAIRES | pES SEANCES |

DE L’ACADEMIE DES SCIENCES, elC. TOME DIX-NEUVIEME. || SUILLET~DECEMBRE 1844, elc., pago 939,
lig. 88~-28, page 940, lig. 1—2, No 19, sEANCE DU LUNDI 4 NOVEMBRE {844),

(**} coMPTES RENDUS [| HEBDOMADAIRES (| DES SEANGES || DE I’ ACADEMIE DES SCIENCES , ofe. TO-
ME DIX-SEPTIEME. | JUILLET-DECEMBRY {843, || PARts, || PACHELIER, ele. 1843, page 563, lig. 15~32,
Poge 863, lig. 1—18, Ne 14, stancE DU LUNDI 25 SEPTEMBRE 4843

(***) compTES RENDUS | HEBOOMADAIRES || DES SEARCES | DE L'ACADANIE DES SCIENCES, eiCc. TO+
ME PIX-NEUVIEME. | sUILLET-DECEMBRE 1844, eclc., page 939, lig. 24—28, page 940, lig. 1—12.

(****) Get illustre mathématicien et astronome né 3 Voghera le 8 novembre 1781 (MEMORIE ||
DELLA (| REALE ACCADEMIA {| DELLE 8CTENZE | D1 TORING ]| SERYR SEGONDA I TOMO XXI1. [| TORINO I
DALLA STAMPERIA REALE [] MDCCCLXY, Page Lif, lig. 3. — DELLA VITA || 1|l GIOVANNY PLANA [} DIe
8COREO || LETTO ALLA CLASSE DI SCIENZE FISICHE E MATEMATIGHE { DELLA | REALE ACCADEMIA DEL-
LE SCIENZE »1 TOAING || nella seduta del 31 gennaio 1864 || DAL GONTE [| YEDERICO SCLOPIS [} VICE-
PRESIDENTE DELL'ACGADEMIA [ TORING {| STAMPERIA REALE, pag. 4, lin. 3) , mourut & Turin le 80
Janvior 1864 (comprEs RENDUS [| HEBDOMADAIRES [| DES SEANCES || DE L'ACADEMIE DES SCIENCES, ele.
TOME CINQUANTE-HUITIEME. [ JANVIER—JUIN 1864, | PARIS || MALLET-BACHELIER, elc. 1864, page 181,
lig. 910, No 4, sEancE DU LUNDI 25 JANVIER 1804, — MEMORIE | DELLA || REALE ACCADEMIA ||
DELLE 8CIENZE [ DI TORINO || SERIE SECoNDA [| Toxo XII, ete., page Lvur, lig. 14. — pELLA vITalf
DI [| GIOVANNI PLANA {| DISCORSO |} LETTO, el¢. DAL CONTE || FEDERICO SCLOPIS, alc., page 10, lig. 8).

aLil
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qw il est facile de vérifier « posteriori 3 l'aide de la relation fondamentale,
et dont le développement ne contient rien d'ircationnel; on a, en effet, la formule

(3) #-'u . 5n(nz-- 1)(n - 2) . 5’n(n —1){rn - 9)(n —a)(n - 4 .
ot .23 1. 2.3, 4,8 uRRERAY

On verra par la suite, pourquoi nous avons ajouté & la serie de Lamé les

deux termes 0 et 1. On a donc, en supposant la série continude dans les
deux sens

....M_3,u“3,l¢_lgu°g u‘,ua,l@;;,ufn us,-.-n
2,"“,1,01‘,‘42,3,5,0-.-

et 'on a d'ailleurs
Uy + (1) u, =0.

Ou peut encore, & l'aide de cette dernitre formule, et de la formule (2), dé~
velopper par la série des puissances négatives du bindme , I’expression d’un
terme quelconque 4_, en une série convergente illimitée.

§ 2.

On peut considérer un certain nombre de séries récurrentes analogues i la
précédente; il suffit, pour cela, de conserver la loj de récurrence en changeant
seulement les conditions initiales. Mais on comprend que si l'on change %, en
conservant #,, on obtient nne série dont tous les termes sont égaux a ceux
de la série ordinaire, multipliés par u,. La série de Lamé généralisée, c'est-a-
dire la série donnée par la méme loi de récurrence, mais par des conditions initiales
quelconques, jouit des propriétés snivantes: On a les deux formules symboliques

(4) WP =y (u o+ 1),

(s) wF =u® (-1, |
dans lesquelles on remplacera aprés le développement, les exposants de u par
des indices. Ces formules se vérifient soit par induction, soit 4 l'aide de la for-
mule (2), et sont également vraies, pour toutes les valeurs entidres , positives
ou negatives, des quantités n et p.

§ 3.

La série de Lamé généralisée possbde encore les denx propriétés suivantes.
On a les relations

(5) Up Upgey = Upesy Upipe3 = ("' 1)"“‘ K:
(7) Uy ~ Upesy Uy = (= 4)*F K,

b

(*) MANUEL || DES CANDIDATS [| A L’ECOLE POLYTECHNIQUE, || PAR RUGENE CATALAN, efc. TONME
PREMIER| ALGEBRE, TRIGONOMETRIE , GEOMETRIE ANALYTIQUE {| A DEUX DIMENSIONS. || Avec 167
figures intercalées dans le texte || pARIS, ecc. 4887, page 86, lig, 18—23, EXERCICES, VI.
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dans lesquelles K désigne un nombre constant pour toute I'étendue de la sé-
rie, et que I'on détermine par les conditions initiales. Il résulte immédiatement
de la dernitre propriété, que les termes de rang pair sont des diviseurs de la
forme quedratique x®~ Ky?, et que les termes de rang impair sont des divi-
seurs de la forme quadratique x*+ Ky®. On a d'ailleurs

AK = (8, +u)-su;

par conséquent K est lui-méme un divisenr impair de la forme quadratique
x* =8y’ et, par suvite, K est de cette méme forme.

Dans la série ordinaive, on a K = 4 (*); les termes de rang impair de la sé-
rie de Lamé ne peuvent contenir qu'une seule fois le facteur g, et seulement
les facteurs premiers impairs de la forme 4 p + 1. Nous verrons plus loin que
Wanss D€ contient le factenr 3, que lorsque 2n + 4 est un multiple de s.

On a encore, dans la série ordinaire, les relations

Uy Uy b Uy oo o + Uy =Upys — 4,
Uy U3 P Uk oo dUgp g =Ugyy
Ug e U+ Ugd oo ot Uy =2Ugypq — by
UL+ U +US & o U= Uy,
{8) UL, + ULE Uy
Uy Uy = Upeug Upg = Ugpeny s
/M "‘urch-x ~Upuy = U3, »

L) [ ] ] 4 L] L] [ ] L L] L] L [ ] L] * ’ L] * L]

et beaucoup d’autres relations analogues qui s'appliquent, avec quelques chan-
gements, a la série généralisée.

§ 4.

La série de Lamé peut étre considérde comme le résultat du calcul des ré-
duites successives de la fraction continue périodique

(*) Dans ce cas, on a, pour la série de Frponacer,

U e Uppey Yoy = (—4)72

ALBERT GIRARD avait reconnu celte propriété (MEMORIE il DELLA (| RBALE ACGA DEXIA || DELLE SCIEN-
2% [ bt TORINO || SERIR seCONDA || ToMo XX, ete., page 90, lig. 2423, page 9, lig, 4—5. — RE-
FLEXIONS NOUVELLES (| sUR || DEUX MEMOIRES DE LAGRANGE, elc. PAR JEAN PLANA, etc., page 6, lig.
21—33, page 7, lig. 1—8); mais la démonstration donnée par Stmson de celte propriété n'était point
rigoureuse, d'aprisi ‘observation du Baron PLANA (MEMORIE [| DELLA || REALE ACCADEMIA||DELLE SCTEN-
2E {I o1 TOMINO {} SERIE sEcONDA [ ToMo XX, etc., page 91 , lig. 6—T7. — REFLEXIONS NOUVELLES [I
SUR || DEUX MEMOIRES DE LAGRANGE, ¢l0. PAR JEAN PLANA, ete., page 7, lig. 6—T7).

2
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!
t+ 3y
e I
14,
R o
prolongée indéfiniment, qui représente le développement de l'irrationnelle

i+ \/5 )

)
2

la n®me péduite de cette fraction continue, que I'on doit considérer comme la

plus simple du genre des fractions continues périodiques, a pour expression

u, '
et par suite ce rapport tend vers I'irrationnelle donnde ci-dessus, lorsque le
nombre » augmente indéfiniment. :
Un peut, d'aprés cette remarque, calculer rapidement un terme de la sdrie
connausant seulement le précédent. Soit, par exemple,
‘ Wy, = 7044 08733;
en calculant, par les méthodes abrégées, le produit de ce nombre par 'expression

4+ﬁ

= 1, 61803 29837 30894 84883 .,... ,

A une unité prés, on trouve exactement, ainsi qne Pindique la théorie de I'ap-
proximation par les fractions continues, puisque 2, est entier,

Wy = 14349 03170,

Nous indiquerons plus loin, comment l'on peut trouver facilement le dernjer
chiffre de «,.
§ 5.

Nous ferons encore observer que la série en question se trouve implicite-
ment renfermée dans le tablean des coefficients des diverses puissances du
bindme, ¢’ est-a~dire, dans le triangle arithmétique de Pascal. Si I on cherche
en clfet la somme des termes contenus dans une rangée oblique, partant de
la premitre colonne verticale des unitds, ct ascendante, telle que

1, 9, 28, 35, 15, ,
ou, en général '
t 6oy Gy Chgy v 5
on obtient pour résultat le terme de rang n +2 dans la série de Lamé, et I'on a

(9) i+ C,t 4 Cﬁ_l L C:..g L APITY ”f&".’.z .

(*) MM. Clausen, Stern et Scheibner ont étudié cette série 3 un point de vue différent du mien
(Journal | firr die || reine und angewandte Mathemalik. | In zwanglosen Heften, (| Heran egeben ||
van § A, L. Geelle, etc. Dritter Band. f In 4 Heften. | Mit 4 Kuplertafeln || Berlin, || bei G. eirger, |
1828, pages 8788, Erster [left. — Darstellong || der || Niherungswerthe von Kettenbeiichen I in in-
dependenter Form || Habilitations sehrift || zur || Erlangung der venia legendi || an der |} Universitdt
Erlangen || von | Dr. Julius Sieg-mund Gunther. j k. Theil | Erlangen, 1872.1) Verlag von Eduard
Besold, page 47, lig. 33, page 48, lig. 12, page 32, lig. t—16).
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Le tableau ci-joint rend compte des résultats que nous venons d'indiquer:

Série de Fihonacei

13, 21, 34,

-n

1,

Triangle arithmétique

28, B8, : .
196, 120, 84, 36, 9, 1,

240, 252, 240, 420, 45, 40, 1.

J'ai aussi remarqué que l'expression
(10) i""Cn.' ““Cu_l'a“‘cu_z’a‘l" . a0,

est égale & +1 si le veste de la division de n par 6 est o ou 5

ost . . . .

’ L] * [ L] * L] ] ‘Ou ‘j

"'i Si ’ . . N ‘ N " . * + * + 2 ou 3 (ﬁ)o

En ajoutant et retranchant les deux formules obtenues ainsi, on obtient deux
formules nouvelles qui donnent I'expression des deux sommes

-

(*) NOUVELLE [} CORRESPONPANGE |j MATHEMATIQUE [| REDIGEE PAR || EUGENE CATALAN, e¢fe. To-
ME DEUXIENE, || 1870. (| BRUXELLES, || ¥. WAVER, IMPRIMEUR DE L'ACADEMIE ROYALE DE EELGIQUE.|;
1876, pago 74, lig. 613, mars 1876, — Extrait de la Nowuvelle Correspondance Mathématigus, tome
IT, livraison de mars 876, noTE || sUR |LE TRIANGLE ARTTHMETIQUE DE PASCAL || ET || SUR LA 8E-
RIE DE LAt ; par | M. Edouard rucas » | PROFESSEUR AU LYCER DE MOULINS (ALLIER). In-8.°,

de six pages, dans la 8%me desquelles (ligne dernidre) on lit: « Bruxelles. — F. Havez, impr. de
» I'Académie royale »), page 5, lig. 6—13.
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B C““l:u o Cn_3.4 ' Cu_s.ﬁ T s

Cﬂil + CR-—-I.S + Cnﬂaﬁiﬁ * Cu-..ﬁ.? L YT

§ 6.

Prenons un terme quelconque de la série de Lamé, 144, par exemple, et con-
sidérons les termes qui le précédent, et qui le suivent immédiatement

«oo 24, 34, 85,80, | 444 | , 233, 377, ot0, 087, ..

Si nous supprimons les multiples de 444, nous pouvons remplacer cette série
par la suivante

‘v vy 2, 34, 88,80, | 0], » 89, ~ 85, + 04, ~ 21, ...,

el nous voyons ainsi que nous reproduisons a partiv du terme 144, les termes
de la série pris dans un ordre inverse et avec des signes alternds + et ~ Or
la série contient le terme w,=0; il en résulte, puisque ce raisonnement est
dvidemment géneral, que u,, est tonjours exactement divisible par u, et par
U,s et par leur produit, si m et n sont premiers entre eux (*). On déduit anssi de
ce résultat qu'un terme quelconque u, de la série ne peut &tre premier que
lorsque p désigne lui-méme un nombre premier. Ainsi encore puisque u, est
divisible par g, il en est de méme de u,,, et puisque us est divisible par s,
il en est de méme de uq,.

On peut d'ailleurs démontrer les résultats précédents & 1’ aide de I expres-
sion.générale du terme de rang n, donnée plus haut.

On voit encore aisément que, dans la recherche du plus grand commun divi-
seur de deux nombres de la série, les restes successifs obtenus forment des termes
de la série, et que les quotients approchés sont eux-mémes les quotients exacts de
certains termes de la série, que l'on peut dans chaque cas déterminer & priori.

Ou a done le théoréme suivant que 1'on doit considérer, comme I'idée principale
de toute cette théorie, et qui s'applique a toutes les séries récurrentes analogues:

Tagoneue ronvauentar: Le plus grand commun diviseur de plusieurs termes
de la série de Léonard de Pise, est égal au terme dont le rang représente
le plus grand commun diviseur des nombres qui expriment les rangs des
termes donnés.

On peut aussi déterminer & V'avance le demier chiffre du terme de vang n
dans la série; il suffit en effet de remarquer que ce dernier chiffre dépend seu-

() Quelques uns des résultats indiqués dans ce chapitrc ont été énoncés ct déwontrés par M.
Gexoccrr dans un écrit publié en 1868 {(ANFALT ] b1} MATEMATICA [| PURA ED APPLICATA || DIRETTI
pall F. Brioschi e L. Cremona, ete. 8erie Il. — Touo IL | (dall’agosto 1868 al giugno 1869.) | M3~
LANO || TIPOGRAFIA || DI GIUSBEPPE BERNARNONY, pages 256-—267).
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lement du reste de la division de » par ¢o. §i Yon suppose, par conséquent,
n inférieur & 60, on peut aisément démontrer que les derniers chiffres de u,
et de u, sont complémentaires, c'est-a~dire ont une somme égale & 10, lorsque
la somme m n est égale a 0. On pent donc maintenant supposer r infé-
rieur & 30; on peut méme supposer n inférieur & 15, si 'on remarque que les

termes u,s.4 ¢t 4,5, ont leurs derniers chiffres égaux lorsque a est impair, et
coniplémentaires, lorsque @ est pair.

§ 7.

Nous démontrerons quelques unes des formules données plus haut, et nous
les généraliserons de la fagon suivante. Pour cela, nous poserons

1:\/5“‘“ ot i"‘/sab;

nous aurons
a+b=t, et abm-1i;
par conséquent, @ et & sont les deux racines de I'équation
ey M

nous savons, d’autre part, que le n¥m terme de la série de Lamé est donnd
par 'expression
a* - b

a-b’

Nous pouvons obtenir la somme des n premiers termes de la série, en les pre-
nant de p en p; on a, en effet, -

Uy, =

A+ a®P & .+ a? b4 B s, 4 B
up*u’p*uap*lQio*unpﬂ —

Vs Vi
et, i l'aide de la formule qui doane la somme des termes d’ une progression
géométrique ,

_[ APEP e gqP  BAPEP L BP
5 W, + U + i o+ W = - N
V » p 3p ﬂ]’] al — 4 bp - 4

on trouve, en simplifiant, le résultat

Unpyy= (=1} U, , — u,
t‘p“’ u,p+!G3P+ o0 e +Z£“Pl=

Uy,
L B L i ‘
w ~ &
En particulier, si 'on suppose p =1, on retrouve la premitre des formules (s),
qui donne la somme des n premiers termes de la séries et, si 'on fait p= 2
on retrouve la troisitme des formules (8), qui donne la somme des n premiers
termes de rang pair dans la série.
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On obtiendra, de méme, la formule plus générale

Unppoptr = ("“)P Unpaor = Upaor + (__‘)p i, .
* ’

up*,- *ua‘,*r + . v + “"p*rﬂ u
28 ...(....{)P... 1
“p

on peut encore obtenir de la méme manidre la somme des termes du premier
membre de la formule précédente, en les prenaut alternativement avec les signes
de Vaddition et de la soustraction.

§ 5.
Considérons maintenant deux nombres impuirs n et p, et posons,
anﬁd, b”ﬁp, aﬁw'—i;

nous avons, par la formule du binéme
= = @ = ) - £ g ) P e b gy -

et, en introduisant les termes de la série, nous avons donc, pour n etp im-
pairs, la formule

p+3
- ) PP =) ey
(11) 8% uh=u +-—B-u +E—-—-—-——u Fiies b u
n Spn T P 1.9 {p—fym oo 0t o
t. 3. . Lﬂ

Ainsi, dans le cas particulier de p=3, on a, en supposant n impair
]
Bl =ua, +3 U,

et, par suite,
Uy, *

On a donc le théoréme suivant :
Tugoneyue. — 8i n désigne un nombre impair quelconque, les diviseurs e

u . . :
;"-’3 sont des diviseurs de la forme quadratique sx* -3y
n

On sait, d'aillears, que les diviseurs quadratiques de cette forme sont'de lune
des formes
& (u? - 150?) , = (su’-3¢%,
et que les diviseurs linéaires impairs sont compris dans I’'une des formes suis

vantes
60 g +4, 49, i, 59, 80g +17, 43, 17, 83.

Si nous supposous n pair et p impair, nous trouvons de méme la formule
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L4 pip—1)
(12) 2 Uy =u,, -~ -’;--uu,__,,,, “ f >

p+3
P@-l)unv‘T
u(P""’Hu""""‘h P__iuu!

t‘s!’t

dans laquelle nous prendrons le signe « ou le signe - dans le dernier terme,
suivant que p représente un multiple de 4 angmenté on diminué de Punité.
Dans le cas particulier de p =3, on a, en supposant » pair,

et, par suite,
LR A
U, "

»

De la, la proposition suivante :

- : . y U3y
Tukonewe. — Si n désigne un nombre pair quelconque, les diviseurs de =

y

sont des diviseurs de la forme quadratigue s+ 3°,
On sait encore que les divisenrs quadratiques de cette forme sont de l'une
des deux formes
a 2 2 2
u' +150°, sut+8¢®,
et que les diviseurs impairs correspondants sont
0g+14, 19, g + 11, 2,

Il résulte des formules (11) et (19) une conséquence importante. Supposons p
premier impair, et u, divisible par p*; on voit alors que u,, st divisible par
p**', et non par une autre puissance de ps de la, le théortme suivani qui ex-
prime la Lor be LA méeériTion de la présence d'un nombre premier dans la série
de Fibonacci :

Tutontue. — Si n désigne le rang d'un terme de la série contenant le
facteur premier p & la puissance ), le rang du premier terme de cette sehie
divisible par la puissance \+ 1 de p, et non par une puissance supérieure,
est égal & pn.

Ainsi, par exemple, ug est divisible par 7; donc le premier terme de la série
divisible par 7 est de rang 8 X 7~*; unous avons vu d'ailleurs, que 7 differe
toujours de p, excepté pour n=s; le cas de p=3 présente unc légbre exception
pour ug=2>, Nous verrons plus loin quen est toujours un diviseur de p * 1.

§ 9.

Nous supposerons que p désigne un nombre pair, et nous poserons
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uaq a:q hd bzq

L — R q q
‘ v i = aTH a? + b7,
et, par conséquent, v, représente la somme des racines de 1'dquation |
=z,

élevées & la puissance 4. Si nous supposous n impair, nous avons,
(€= BF = @ +8) = £ ol 1 ) LD it L gy
ou, en d'autres termes, nous obtenons pour n impair et p pair, la formule

P '
P(P"“i) ey (—'*“)
{ ~ 1 :
) l v ﬂ! LI (‘é")

Dans le cas particulier de p =13, et pour n impair, on a donc
] I&: ﬁg,ﬂ +* g »
et, par suite, la proposition suivante :

Tutorkuee — Si n désigne un nombre impair quelconque, les diviseurs de
u . :
" sont des diviseurs de la forme quadratique sx’® -3 y".

an

Les diviseurs quadratiques de cette forme sont de l'une des deux formes
w~ 00, au’~p¢t,
et les diviseurs lindaires impairs correspondants sont

0g +1,9, 8,3,  40g¢ +3, 13, 2, 31
Supposons enfin que 7 et p représentent tous deux des nombres pairs, nons

avons alors la formule
plp-1).. .(f-;--u)
4+ & '*

(p—liyn = ¢ <. 2
i L] 2 « 4+ 5 0 (p‘u)
]

dans laquelle nous prendrons le dernier terme avec le signe + ou le signe -,

suivant que la moitié de p est un nombre pair on impair. Dans le cas particu-
lier de p=2, et pour n pair, on a donc

P
- g)

SUd =y, -2,
et ainsi, la proposition suivante :
Tatontus, ~ Si n designe un nombre pair quelcongue, les diviseurs de :%43
sont des diviseurs de la forme quadratique sx* +gy*. "
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Les diviseurs quadratiques de cette forme, sont de 'une des deux formes

w? + 100", 2u? +8¢°,
et les diviseurs lindaires impairs correspondants sont

A0q+1y 9 41, 18,  40g +7, 43, 23, 37,
§ 10.

Le développement de (« + B)* donne lieu encore & un certain nombre de for-
mules analogues. On a, en effet,

(a-&-ﬁ)’-a(a”d-ﬁ’)+-%aﬁ(a""’+ﬁf’“’)+. coe e

et par suile, pour p impair et n pair, on a la formule,

A~

+ 3
1)  Vi=p, L pe - 1) PP=1) . (--.)

aadl 4 “p Y — e 00

+3
| o= (2)
(19) 0 w0, - L PP =) 2

_"-"p v _— o ] o* "
y (=3l 1, 8 {p—bh)n p—1 "
i L ] 2 a« & ¢ [] 2

dans laquelle nous prenons le dernier *terme avec le signe + on le signe -,
suivant que p représente un multiple de 4 augmenté ou diminué de 1'unité,

R supposant, au contraire,p pair, on a les formules suivantes : pour p pair
et n pair,

-

Va 3

A~
)

pour p impair et n impair, on a la formule

.

p
pr-i)o--(—--*-*)
~1
(17) Vs Vpy + ‘f""tp-—-z)n + P‘I:. . ) Vip—tiin * o v o ¥ - :
e (2)
_ 2
pour p pair et n impair, on a la formule

P
plp—1). ..(-—+ l)
(VI)  # -, - P Plp—4) 2

T v‘p__z'n + - vfp_4)“ = 4 10 iy

y
1.2 1.2....(’—’—)
9

dans laquelle nous prendrons le dernier terme avec le signe + ou le signe ~,

suivant que p représente un multiple de 4 ou un multiple de 4 augmenté de 2.
En particulier, on a, pour p =3, et n pair

3
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V; =Yg, 4+ Y,
et, par suite,
Vi
B
formule de laquelle on déduit la proposition suivante :

Tutonkue. — Si n désigne un nombre pair quelconque, les diviseurs de %
sont des diviseurs de la forme quadratique x*-3p*. "
Les diviseurs quadratiques de cette forme sont de la forme
w'-%'  ow  wlt-e,
auxquelles correspondent les diviseurs lindaives impairs des formes
12g+1, ou g+,

Tnsoretue. -~ Si n désigne un nombre impair quelconque, les diviseurs de ?-’3
1]
sont des diviseurs de la forme quadratique x* + 3,

Les diviseurs quadratiques de cette forme sont compris dans la forme

w4+ up +p?,
2 laquelle correspond la forme
64+ 1
des diviseurs lindaires impairs.
En particulier, on a encore pour p =32

": Vit 2(“ i)ui
et cette formule donne le théortme suivant :

Tutonkus. - Les diviseurs de v,, sont les diviseurs quadratiques de la forme

x*~%y*, ou de la forme x* +3y°, suivant que n représente un nombre pair
ou un nombre impair.

Les diviseurs quadratiques de ces formes ont la méme forme, respectivement;
les diviseurs linéaires impairs sont des formes

8g+4t, 7, pour la premitre,
8g+1, 3 pour la seconde.

Il serait assez facile d'obtenir un grand nombre d'autres théorbmes semblables
- & ceux que nous venons de démontrer.

§ 14.

Nous venons d'exprimer, dans le paragraphe précédent, les puissances de u,
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en fonction linéaire des termes dont Ie rang est un multiple de n; on peut,
inversement, développer u,, et v,, suivant des polynomes ordounds d’apris les
puissances de u, par des formules analogues a celles qui donnent les sinus et
cosinus des multiples d’un arc, suivant les puissances du sinus ou du cosinus
de cet arc. On a, en effet, la formule suivaute due & Abraham De Moivre (*)

v e (s0t) -2 nd) 2L a)(z )bt ( +}_),,_s

2 Z 1 4 1.2 z 1. 2.3 &

24"* L T
i. 3- 3- » . .

o +(-4)“P(P""""w°“"“") "-(P-ir-l-i)( :)"-”

Supposons tout d’abord » impair, et posons

{
d"::g’ bnun-",
b4

nous ohtenons ainsi

| f - -
z*;ﬂﬁun’ zp* ;;-VBHNP'

On a donc, pour n et p impairs, la formule

(9 gy s Tut - BTy PO B g plp =P = B
1 " - " 1. 2.3 ¢

- - - — g=2r=l
b 1) P(Pi"‘af}(Pa"' .s) (p 2:”)5 3

Pr—2ar
n

u +000|

Par exemple, pour p =5, et n impair,

- ——

(¥) COMMENTARTI [| ACADEMIAE | SCYENTIARVM [| IMPERYALIS [| PETROPOLIT AN AE. || TOMVS X111, |!
AD ANKVM MDCCXLI~XLIN. [| PETROPOLL [} TYPIS ACADRMT4R, || MDCOLI, page 29, lig. 17—28. —
Journal || fiir die | reine und angewandte Mathemalik, etc. Horausgegeben || Von || A. L. Crelle, etc.
Siebenzehuter Band, etc. Berlin, 1837, page 334, lig. 1821, — NOVI || COMMENTARY! [| ACADEMIAE
SCIERTIARUM || YMPERIALIS [| PETROPOLITANAE [| TOM. XViiY. [ Pro Anne moccrLxxin. | PETROPOLI ||
TYPIS ACADEMTAE SCIENTIARUN || MDCCLXX1V, page 201, lig. 12—27, ~— sBANCES || DES ECOLES NOR-
MALES, || RECUEILLIES [| PAR DES STENOGRAPHES, || BT REVUES || PAR LES PROFESSEURS. || NOUVELLE
EDITION, [l 22¢oN5s. || TOME DIXIEME. || PARIS, | A LIMPRIMERIE DU CERGLE~SOCIAL, [| (1804.) | An 0
DE LA REPUBLIQUE FRANCAISE, pages {80483, — 10URNAL [ DE || L'8COLE POLYTECHNIQUE, etc. DOy~
ZYBME camien. || roue vija pams, etc. Thermidor an X1I, page 95, lig. 23—29, pages 96—114,
page 118, lig. 4—40. — vEGONS {| SUR |} LE caLCUL [| DES FONGTIONS, || NOUVELLE EDITION , efc. A
PARTR, efc. AN 18086, pages 426—150. — couns || D'ARALYSE || DE L'RCOLE POLYTECHNIQUE, || PAn M.
CH. HERMITE, el¢. PREMIERE PARTIE. [} PaRIS, || GAUTHIER-VILLARS, ofc, 1873 || (Tous droits résor-
vés), page 62, lig. 92—27. — BULLETTING [| Dt || BISLIOGRA¥SA E DI STORIA i} DELLE || SCIENZE A~
TEMATICHE € FYSICHE, elc. TOMO VIL || RoMa, ecc. 1874, page 395, lig. 28—41. — COURS || D'ANA-
LYSE [| DE L’ $COLE POLYTECHNMIQUE, || Pan M. Cu. HERMITE, [| PREMIERE PARTIE. || COMPTE RENDU
ANALYTIQUE. [| PAR M, p, MANSION; elc. RONME, efc. 1874, page 16, lig. 338, 17-34).
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B A S TLE
5“,‘ n n

On a, de méme, en supposant que p désigne un nombre pair

| - ]
Gk - = V5%, o z” =V

et, par suite, pour # impair et p pair, on a la formule

(20) Vpp = stf’u!’ — f__ 5§~1 ur—e _'_M sg' up«-(. p(p - 4)(p - B) t" -3 p--ﬁ
M " 1.3 1. 2.0
+ . ,..l,.( i)rp(P ! i)(P P 2)...(p_gp+’) p—ar

L
W o+,
i, 8., 3. « . 7r | ’

par exemple, pour p =4 ¢t n impair ,

O4n = 25 Uy — 20 U} + 2,
° Supposons maintenant 7 pair; en posant

|

et, si P'on observe que

z‘i-i P s
- =t r——

on a, dans le cas de n pair, et quelle que soit la parité ou Pimparité de Py
la formule

) o mp? - Lo O3 i PP Ap - s)v""“ .
np n i n 1.2 n 1. 2.3 v

ainsi, pour p =5 et n pair ,

V5n
—m Yy =B YL+ B
Va

et pour p =4 et n pair
Vgn == V5 = 405 + 8 eu (03 - 9)"- 9,
On peut obtenir d'autres formules; en effet, remplacons, dansle développement

i e s g NPT )
de #* * 5=+ 3 par zi, i désignant =T ; on a, aprbs avoir divisé par 7,

+(:‘—-):= z~£p+_8_ z....i p-z.;.ﬂ.(e,:ﬂ ......!. 3""4.'*. :
zP z { z 1.2 P’ e
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tous les cocflicients du second membre sont précédds du signe +; on obtient
donc, pour npair et p impair une formule que l'on déduit de la formule (19)
en prenant tous les termes du second membie avec le méme signe; et, dans
le cas o} n et p sont deux nombres pairs, on obtient une formule, que !'on

déduit de la formule (20), en prenant tous les termes du second membre avec
le signe de l'addition.

$ 12.

Nous allons faire voir maintenant que la série de Lamé contient sans aucune
exception tous les nombres premiers, & des rangs nettement déterminds, et dé-

montrer le théoreme, suivant qui exprime la Loi pg 1'AprariTion d' un nombre
premier, dans cette scrie (*):

Tutongue. — Si p désigne un nombre premier de la forme 10 g = 1, le terme
de rang p -1 dans la série de Lamé est divisible par Ps et si p designe un

(*) Quelques uns des résultats suivanis ont 616 présentés, sans démonstration, i I'"Académie des
Beiences de Paris, dans la séance du 40 Janvier 4876 ( COMPTES RENDUS {| HEBDOMADAIRES || DES
SBANCES||UE L'ACADEMIE DES 8CIENCES, cle, TOME QUATRE-VINGT--DECXIEME. | IANVIER-IUILLET (sic)
1870, [| pAR1s, etc. 1876, page 105, lig. 8232, page 466107, N* 2. s€aNCE DU LUNDI 40 JANVIER
1876). — On frouve des nouveaux développements & ce sujet dans un travail présentéd 4 1'Académie
Royale des Sciences de Turin dans la Séance dn 24 mal 4878 {ATT1 |l DELLA || R, ACCADEMIA DELLE
S8CIENZE {| DI TORINO, ofc, VOLUME UNDEGIMO || 187576 || STAMPERIA REALE DI TORINO ([ D1 G. B.
PARAVIA E C., pages 938—937. pise. 6 (Maggio~Gfugno 1876.)|| CLASSE || b1 || SCIENZE FISICHE E
MATEMATICHE [| Magglo 1876. [| Adunanza del 24 Maggio 4876, — sUR LA THEORIE 1l vEs || NOMBRES
PREMIERS || PAR || EDOUARD LUCAS [| ANCIEN ELEVE DE L'ECOLE NORMALE [ AGREGE pE L' UNIVERSI
TE || IMPRIMERIE ROYALE DE TURIN| 4876 (In 8.° de 12 pages, dans la seconde desguelles on lit ;
« Extr. des Al dalla Reale Accademia delle Scienze di Torino , Vol. XI. || Séance du 21 Mai
» 1876 »), dans lrois Gerits presentés a I'Académie des Sciences {Institut Natiopal de France) dans
les séances du 5 juin, 27 décembre 1876, et 5 mars 4877 (COMPTES RENDUS [ HEBDOMADAIRES || DES
SEANCES {l DE 1L’ ACADEMIE DRS SCIENCES, olc, TOME QUATRE-VINGT-DEUXIEME. || JANVIER-JUIL-
LET 1876, elc., pages 1303—1304, page 1305, lig. 118, N° 23. ~ SfANCE DU LUXDI B JUIN
1878 (sf0). — Sur les rapports qui existent entre la théorie des nombres || et le Caleul intégrai: ||
Pax M. E. LUCAS (In 4o de trois pages, dans la troisitme desquelles numorotée 3 (lig.
18—21) on lit: « (8 juin 1876.)| GAUTHIER-VILLARS, IMPRIMEUR-LIBRATRE DES COMPTES RENDUS
% DES BEANCES DB L'ACADEMIE DES SGIENCES [| Paris. - Quai des Augusting , 85 »). — coM-
PTEE REROUS || HEBDOMADAIRES || DES SEANCES [| DE 1. ACADENIE DES SCIENCES, elC. TOME QUATRE-
VINGT~TROISIEME. | JUILLET-DECEMBRY 1876, || PARIS, olc. 1876, page 1286 , lig. 18—34, page
1287, page 1288, lig. 1—23, N’ 86. - SEANCE DU MERCREDI 27 oEceMBRE 1876. — COM~
PTES RENDUS || HESDOMADAIRES || DES SEANCES |} DE 1. ACADEMIE DES SCIENCES, 61c, TOME QUA-
TRE=VINGT~QUATRIEME.| JANVIER-JUILLET (sic) 1877.|[pARts.| [cACTHIER-VILL ARS, eotc, 1877, page 439,
lig. 48—34, pages 440-—441, page 442, lig. 1—12, N* 10. - SBANCE DU LUNDI B MARS 1877, — Sur
Veatension du thdoréme de Fermat généralisé || of du Conon avithmeticus; || Par M. Kp. Lucas (In 2°,
de 4 pages, dans la quatricme desquelles, numérotée 4 (lig. 26—28) on lit : « (3 mars 1877.) || cav-
THIER=VILLARS, IMPRIMEUR-LIBRAIRE DES COMPTES~RENDUS DES SEANCES DE I AGADEMIE DES SCIEN-
» CEs || Paris. - Quai des Augustins, 55 »), ot dans une note présentée an Congris du 4876 de Cler-
mont-Ferrand de I'Association Frangaise pour 'avancement des sciences, dans la séance du 10 aodt 1876
(ASBOCIATION PRANGAISE J POUR || L'AVANCGEMENT DES SCIENCES || CONGRES DE GLERMONT~FERRAND ||
1870 { pARTS ) AU SECBETARIAT DE L'AssoctaTiON || 76, rue de Rennes{in 8°, de 7 pages), M. Epovarp

Lucas || Professeur au lyeée Charlemagne || SUR LA RECHERCHE DES GRANDS NOMBRES PREMIERS || - Séan-
ce du 19 aodt 1876).
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nombre premier de la forme 10g = 3, le terme de rang p + 1 dans la série de
Lamé est divisible par p,

Il reste deux nombres premiers qui ne sont pas contenus dans les formes
précédentes, 2 savoir 2 et 5; mais nous avons parlé de ces deux facteurs dans le
paragraphe 6. Si 'on remarque d'aillears que la série de Lamé est donnée, comme
nous l'avons dit, par le calcul des réduites de la fraction continue périodique la
plus simple, il semblerait résulter, du rapprochement de cette remarque et du
thdorbme précédent, que le systtme décimal serait lo systtme naturel de numéra-
tion, si toutefois il dtait possible de définir mathématiquement un tel systéme; ou
encore, le systtme de base &, si 'on remarque que le nombre premier 2 rentre
dans la seconde forme 8 g3, et arrive au rang indiqué par le théortme précédent.

1. En effet, supposons d'abord que le nombre premier p soit de la forme
10«3 On a, daprés la formule (3) du § i, :
2” up_,,, = CP"’"‘ + 8 CP"{'"a IR ST;

si lon remarque que C,,,,, est divisible par le nombre premier p, lorsque n

est différent de 1 ou de p ~4,et que C,,.,,, est dgal & p +1, on obtient, sui-
vant le module p, la congruence

L
Uy, =1+8% , (Mod. p).

Mais puisque 5 est non-résidu quadratique de tout nombre impair de la forme

sn=2, le second membre de la congruence est un multiple de p, en vertn
du théortme de Fermat qui donne la relation

= ~1=0, (Mod. p),

[st’;l- 1] [zs”:“—l + 1] = 0, (Mod. p).

Il en résulte que 2°u,,.,, et, par suite, u,.,, est divisible par p; c’est la pre-
mitre partie du théortme qu'il s'agissait de démontrer. .

2. Désignons maintenant par p un nombre premier de la forme 10 +14; on
a alors

que Fon peut écrire

£3
2?‘-'3 up_‘“CP_x’t +5 CPﬁ-lpa + .. + +s 1 .

Mais si nous remarquons que, pour le module premier p, on a généralement

(10) Cpesy 3nar =~ 1, (Mod, P
il en résulte

s |
2w,y E-—[i+5+5’+ coo+g? ], (Mod. p),
et, par suite

=1
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Mais puisque s est résidu quadratique de tous les nombres premiers qui sont
résidus quadratiques de 3, le second membre de la congruence est divisible par
p il en est donc de méme de u,._,.

Les propositions qui concernent les résidus quadratiques de s, qui nous ont
servi dans la démonstration des deux propridids précddentes, sont’ démontrdes
aux numeésos 191, 192 et 193 des Disquisitiones Arithmetice de Gauss,

Quant a la démonstration de la formule (10), elle devient immddiate si Pou
se rappelle la loi de formation du triangle avithmétique de Pascal. On a, en effet

CP-—'M o CP"h""" = Cp,u ’
et par conséquent, suivant le module premier p, puisque C,,, est divisible par p,
C = Gyy, e
et I'on a d'ailleurs e e
Copos =~ 1.

On peut, de cette fagon, obtenir un certain nombre d'autres formules pour
les résidus de C,_,,, suivant le module p, que l'on peut exprimer en fonction
de C,,,. . '

§ 18.

On déduit, des résultats des deux paragraphes précédents, qu'un nombre pre-
mier p de la forme 104+ 1 divise tous les termes de la série dont le rang est
égal & un multiple quelconque d’un certain diviseur de p— 1, et n'en divise
aucun autre, Et, d¢ méme, un nombre premier p de la forme 10g 3 divise
tous les termes de la série dont le rang est égal i un multiple quelconque d'un
certain diviseur de p +4. On peut d'silleurs dans un grand nombre de cas dé
terminer le diviseur en question.

On peut aussi reconnaitre, dans la plupart des cas,si Yun des facteurs d’un
terme de la série est premier ou ne I'est pas. Si, en effet, on commence par di-
viser un terme quelconque u, de la série par tous les facteurs premiers con-
tenus dans les termes u,, dont le rang & désigne un diviseur quelconque de »,
on obtient pour quotient un nombre Q dont tous les diviseurs, que nous ap-
pellerons diviseurs propres de u, sont nécessairement de la forme agn + 4.

Considérons, par exemple, le terme

14q == B1A22Y ;

puisque le rang de ce terme cst premier, ce terme n'est divisible par aucua
des facteurs premiers contenus dans les termes qui le préchdent , et tous ses
diviseurs gsont de la forme

9gt;
d'autre part, puisque ce terme a un rang impair, tous ses facteurs premiers
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sont de la forme 4r«1; par conséquent u,y ne peut admettre que les diviseurs
premiers de la forme

Hep+1, et 1t6p +47;

et l'essai des deux nombres 173 ot 340 indique immédiatement que t,y €st un

nombre premier; car il est inutile d'essayer le facteur 213 qui a déja paru dans
la série.

Soit encore le terme
Wgs = Ug X Uy; X 33 61101 ;
on apercoit presque immédiatement que le dernier facteur est divisible pav o,
et donme pour quotient le nombre premier arasat,

Jai indiqué ailleurs un. procédé qui permet de diminuer considérablement,
a l'aide de la table des logarithmes, la longueur de ces essais (*),

§ 14.

On voit ainsi, que on peut obtenir par les considérations précédentes, un
procédé qui permet de décider si un nombre donné p est premier; et ce pro-
cédé est infiniment moins laborieux que celui (ue on déduit du théoréme de
Wilson. J'ai ainsi vérifié, mais une seule fois, je 'avoue, que le nombre A=g*37 — 4
est un nombre premier; ce nombre contient trente-neuf chiffres, tandis que sui-
vant Euver (**) et Lecenore (**#) le plus grand nombre premier conan est

9% — § = 2 147 483 647,

En cfiet A est un nombre terminé par un sept; si A est premier, u,,, doit
&tre divisible par A; d'autre part si 6 ddsigne un facteur de A, il devrait di-
viser un terme u, de la sévie de telle sorte que % soit un diviseur de A +1,

{(¥) XOUVELLES ANNALES{| DE || MATHEMATIQUES. [l IOURNAL DES CANDIDATS || AUX ECOLES POLY-
TECHNIQUE ET NORMALE [ REDIGE | PAR MM. GERONO, etc. ET Ch, BRISSE, olC. DEUKIEME SERTE. TO-
ME QUATORZIAME. || pARIS, ete., 4878, page 523, lig. 25--30, pages 524—525, novemsae 4875

{**) « Le plus grand nombre premier que nous connoissions est sans doute | 98! —1 = 2147483647,
» que Fermat a déja assuré dtre premier , & [ moi je I'ai aussi prouvé; car puisque cette formule
» ne sauroit admettre d'au-fitres diviseurs que de I'une & ou (sf¢) de Vautre de cos 2 formes 248n 4 1
» & 1§ 248n 402, jai examiné tous les nombres premiers contenus dans ces [} deux formules jusqua
» 46339, dont sucun e s'est trouvé diviseur » (Nourg4vx aEMorRres| ve I L'ACADEMIE ROYALE ||
DES SCIENCES ET BELLES-LETTRES. (| 4NNEE MDCCLXX11.|| AVEC 1’ HISTOIRE POUR LA MEME AN-
NEE. | 4 BERLIN.|| CHEZ CHRETIEN FREDERIC.VOSS, {| MDCCLXXIY, [| MISTOIAE e || L’ AcADEMIE BRO-
YALE [} DES || SCIENCES || ET || BELLES~LETTRES, page 36, lig. 10—21).

(**') « 8i I'on considére | en méme temps que le nombre SA est de la forme #2—9, ot qu'en|
» conséquence Jes diviseurs de A doivent &ire de 1' une des formes || 8n + 14, 8n <7, on trouvera
» en combinant ces dernitres formes || avec la premitre 622 + 4, que tout diviseur premicr de A
» est né-licessaitement de J' une de ces formes 2483 4 1, 248z 4 63, Or Euler || nous apprend
» (Mém. de Berlin, ann, 1772, pag. 36) qu’ aprés avoir {| essayé tous les nombres premiers conte-
» nus dans ces formes, jusqu' A [ $6339 , racine du nombre A, il n'en a trouvé avcun qui fat di-
» vi-|'scur de A; d'oir il faut conciure, conformément & une assertion de | Fermat, que le nombre
» 2M — 4 = 2 147 483 647 est un nombre pre-||mier. Cost le plus grand de ceux qui alent étéd vé-
» rifiés jusqu’ i présent » (THEORIE || DES NOMBRES. [| TROISIEME BDITION. I} PAR ADRIEN-MARIE LE-

GENDRE. || TOMF, 1, [| PARIS, || CHEZ FIRMIN DIDOT FRERES , LIBRAIRES, [| RUE 1acos, N? 24. 1 1830,
page 229, lig. 3—14). '
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c'est=a~dire de la forme 2* et par suite ¢ serait un nombre premier égal a
3"+ ¢ et diviseur de 2'*7 -1, ce qui est impossible puisque 127 est premier.
On peut vérifier par un calcul relativement rapide que A ne divise ugs que
pour n = 487, Donc A est premier. On peut énoncer de méme le théortme sui-
vant, de beaucoup prélérable dans I'application, a celui'de Wuson, et qui a
son analogue dans toutes les séries vécurventes

Tatonrene centnaL. ~ Lorsque dans la série de Lame, le terme de rang
p + 4 est divisible par p , sans qu'aucun des termes dont le rang est un
diviseur de p + 1 le soit , le nombre p est un nombre premier, et I'on a
p=10 g X 3; de méme, lovsque le terme de rang p-1 est divisible par p, sans
qu'aucun des termes dont le rang est un diviseur de p -1 le soit, le nom-
bre p est un nombre premier, et Pon a p=10 g+ 4,

Je vais indiquer le procédé de calcul qui repose sur le systtme de numé-
ration binaire; mais auparavant il est indispensable d’exposer quelques unes des
propriétés nombreuses, et intéressantes & divers égards, de la série récurrente

donnée par la relation

§ 15.
On a d'abord

()5

Cette série des v, est aussi donnée par la loi de récurrence

Vagt @V +Vpt s
avec les conditions initiales

Vo =8y ¥y =1,
et l'on a
, Vo & ("")u Ve 3
de sorte que la série ne contient plus aucun terme égal a zéro. On a encore la
relation _

Ve~ Vams Vagr =(~1)":8 ,

de laquelle il résulte que ¢,, est un diviseur de la forme quadratique x* - 5%,
et ¥4y €8t un diviseur de la forme quadratique 2*+ 87°. On a donc les deux
théortmes suivants :

. Uan
Tntonene. - Lorsque n désigne un nombre pair,-les diviseurs de = sont

diviseurs de la forme quadratique x* - sy, )
Les diviseurs linéaires impairs- correspondants -sont de l'une des formes
4
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20g+4, +9,. +11, +19,

Tugontue. — Lorsque n désigne un nombre impair, les diviseurs de z—-u’" sont
"
diviseurs de la forme quadratique x* «sy* .
Les diviseurs lindaires impairs correspondants sont de l'une des formes
Wg+t, +3, +7, +09,
On a les relations suivantes eutre la série des v, et la série de Lam¢

pu =un+‘ + u“-.l .
V3 =8 U) = (~4)" 4.

Cette dernitre relation prouve qué u, et v, ne peuvent avoir d'autre commun

diviseur que 3; mais nous appellerons particulibrement V'attention sur les deux
formules suivatites

2
Vines = Voupy + 2 4
Voo =V5 =23
nous ajouterons que toutes ces formules se vérifient aisment par induction,

en faisant voir que, si elles sont vraies pour une certaine valeur de », elles

le sont encore, pour une valeur de n supérieure d’une unité, On peut aussi les
déduire toutes de la premitre formule de ce paragraphe.

§ 16.

La dernibre des fornfules précédetites permet de calculer rapidement les ter-

mes de rang 9"k dans la série de Lamé, connaissant le terme de rang k. On
a ainsi par exemple

Uy =u, (v2+2)mp, X3,

ug w=uy (v ~hmu, X1,

Ug =Uy (v} ~Y=ug X ar,

Ujq “uxﬁl(": -8)=u, X 2207,

Ugy = U3, Py~ 8) 223, X 49 70847,
Uqag = Uy (V] ~ 9) <ty W 2739 54808 97407

» L] L) L] ] * * L . L] + L L]

Le dernier tionibre doit étre, & aptds le § w, divisible par 1sv, si 197 est
un nombre premier; ov ce nombre ne divise aucun des précédents, et 'on a
2073 51504 97407 = 137 X 18 88422 08644
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Ou démontre ainsi directement que 127 est premier sans essayer la division
par les nombres inférieurs, c’est-a-dire sans se servir de la table des nombres
premiers. Mais de cette fagon le procddé est impraticable pour de grands nom-
bres; aussi doit~on remarquer que les essais consistent dans la division de tous
les termes calculés par 137, et que par conséquent, il suffit d'avoir les résidus

de ces nombres par rapport au module 127, Le tableau précédent se transforme
alors, en tenant compte de cette observation, dans le suivant :

v; =3~z

Tahlean des résidus vg =1 ~2==4,
des v suivant le

Vg 5= 41 -9 == 48,
module 137.

033 = 482 ""2 == ‘IG,

Ve T= 16" -2 =0,

On pent appliquer ce procédé pour démontrer, de la méme maniére, que les
nombres 2%* — 4 et 827~ 4 sont premiers. Mais, comme je l'ai dit plus haut, j'ai
employé pour ce dernier nombre le systtme de la numération binaire, en opérant
sur un échiquier de 137 cases de coté. Jindiquerai d'abord sur Texemple pré-
cédent la méthode dont je me suis servi, en faisant remarquer toutefois que
ce procédé de calcul a été employé, en partie du moins, par les mathémati-
ciens arabes (*), pour 'addition, mais non pour la division.

Nous remarquerons d'abord que la maultiplication de deux nombres écrits dans
le sysitme binaire, c'est~a~dire, avec les deux chiffres o et ¢ seulement, se fait
par le simple déplacement longitudjnal du multiplicande. D'autre part, il est clair
que le reste de la division de 8™ par 9" -1 est égal & 9", r désignant le reste de
la division de m par n, Cela' posé, nous prenons pour l'essai de 27 ~1, un
échiquier de sept cases de cétd divisé en denx parties par une diagonale; la

multiplication de 47 par 47 se fera de Ia facon suivante, en remarquant que dans
le systtme binaire, le nombre 47 'éerit ainsi: 01411,

- T e

() ATTI [} DELL’ACCADEMJA PONTIFICIA [| DE'NUOVI LINCEY, efe. TOMO X, - ANNO X1, || (1858
1859) {| noua, etc. 1859, page 489, lig. 20—27, 20—34, pages 430—431, page 432, lig. 1—18, ses.
SIONE v*® DEL 3 APRILE 4889 e sEssione vin? BEL 8 GIUGNO 4889, — RECHERCHES || SUR PLUSIEURS
OUVRAGES || BDE LEONARD DE PISE, efc. PAR M. F. WOEPCKE l Membre correspondant de 1°Académie
de’ Nuovi Lincei || rrEaz#re Panriy | Eatraite o traductions @' ouyrages arabes inddils, ) 1. ||
Traduction du traité d' arithmétique |f &’ Abot) Hagan Alt Ben Mobammed Alkalcid), §f Extrait des
Atti dell' docademia Pontificia de'Nuovi Linces 1t Tomo XJI, Sessione V,del 3 Aprile 1859, | ¢ Ses-
sione Vil. del 3 giugno 1830, [LROME [} IMPRIMERIE DES SCIENCES MATHEMATIQUES ET PHYSIQUES |}

1839, page 89, lig. 25—33, 3637, pages 60—64, page 63, lig. 1—3. DE L’ADDITION A LA MANIE-
RE DES CASES DE L'RCHIQUIER.
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Nota. « Les gros traits indiquent les bords des deux parties de 1’échiquier.

Des pions ayant éts disposés ainsi que I'indique la figure précédente sur Péchi-
quier, pour la multipfication, il faut faire Paddition, et la division par 97 - g;
on commence alors, par placer l'échiquier dans la seconde position indiquée ci-
aprés sans déranger les pions; on a ainsi supprimé des multiples de 97 - 4.
¥ B g P g g g

II reste a faire l'addition par colcnnes verticales;
tranché 2, o un pion de la seconde colonne,
enléve ensuite deux pions-de cheque colonne po
a gauche, et dans la premidre & droite, lorsqu'on artive & la dernitre. Avec un

peu d'exercice, on parvient assez rapidement & exécuter cette manceuvre, On
trouve ainsi comme reste, dans la premibre rangée

BB 2 8 @ g g
On a effectivement, dans le systéme décimal,
7~ 3 =00 + o =48, (Mod. 1m1).

pour cela aprés avoir re-
comme l'indique la théorie, on

ur en reporter un dans la colonne
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§ 17.

Nous avons dit plus haut que, conformément & une assertion de Framar ,
Euwgn avait démontré que le nombre

A=s~"'-—-n=smmm,

¢t un nombre premier. Pour vérifier cette assertion, Evuen a d’abord fait voir

que le. nombre 2A ou
233 — 2’

appartient a la forme quadratique x* — g%, et qu'en conséquence, les diviseurs
de A sont de I'mne des deux formes lindaires -

8g+1, 8qg+1,

D'autre part, Evuer a démonteé que les diviseurs premiers de a” — 1 sont de
la forme

2 kp + 1,

lorsque p désigne un nombre premier. En combinant les deux résultats précé-
dents, on en conclut que les diviseurs de A sont de Pune des formes lindaires

MIg+1,  usq +e63.

Euler a donc essayé, ainsi qu'il nous l'apprend, tous les nombres premiers con-
tenus dans ces deux formes, et inférieurs a la racine carrée de A, c'est—a~dire
inférieurs & 46340, il n’en a trouvé aucun qui fit diviseur de A (%).

La méthode que nous venons d’exposer pour la recherche des nombres premiers,
est, sous des aspects bien divers, opposée & la méthode d’EyLgn. Dans cette der-
nitre, les essais consistent dane des divisions du nombre dont on veut démon-
trer la non~décomposition en facteurs, per des nombres toujours différents, et
c'est Vinsuccés de ces esmais qui conduit i affirmer que le nombre essayé est
premier. Dans, notre méthode, au contrajre y les divers essais consistent dans
des divisions de nombres, d'un calcul facile, et indépendants de la construction
préalable d'une table de nombres premiers, par un méme diviseur, le nombre
donné; c'est le succds de cet essai qui donne I’affirmation que I'on cherche.
Par conséquent, cette méthode est, pour ainsi dire, affranchie de I'incertitude de
ces essais et de ces calculs numériques. Nous avons cru ajouter une preuve a 'appui
de ce systtme, en donnant les calculs concernant le nombre A =g <4, Ces
calculs, effectués fort rapidement, dans le systeme binaire, sont dus 4 1'un de
mes éleves, et sont consignés dans les deux tableanx suivants :

(") #ovvgavx Mimornes || ok ll L’AcaDEMIE ROVALE | DES scIRNCES BT BELLES~LETTRES.||4N-
NRE MDCCLXX11, ele, HISTOIRY, ete., page 38, lig. 15—26, page 36, lig. 123,

| fl LN |

PN TR S AN}
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Calcul du résidu de Vs suivant le module 93

inaire,

P'aide du résidu

a
systéme de numédration b
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par M. Paul Souveraiv , dleve du lycée de Monlins,

de Vyssuivant le méme module, dans le
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on’ binaire, par M. Paul Souvenaw, éldve du lycée de
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stéme de numérat

_ Moulins.

Tablean des résidus des Vg suivant le module 23* — 4, caleulé dans le sy-

¥

insi qu

& *

par Lgo-
-1 est un nombre premier, a

k

ar la considération de la série découverte

que le nombre &

Euigr 'a affirmé.

Ce tablean fait voir, p
NARD DE PisE,
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Le premier tableau consiste dans le calcul du résidu de ves, suivant le mo-
dule A, déduit de celui de v, a I'aide de la formule

2
94,, =Vs,,-2,

que nous avons démontrée au § 15; le second tableau est le résumé des 30
opérations de ce genre, faites consécutivement. Chacune des lignes horizontales
de ce second tableau veprésente respectivement les résidus de vy, va, vg, .,
vy, suivant le module, dcrits dans le systeme binaire; les carrds noirs reprée

sentent les unitds, et les carrds blancs représentent les zéros. L'avant-dernitre
ligne donne

Vo = 9'6 ’ (M()d. 2! ~ ‘)t
el par suite, on a

v == 987 = a==0 , (Mod. 2" = 1).

Ainsi, le nombre essayé est premier.
§ 18.

La méthode que nous avons exposée s'applique encore, non-seulement aux
nombres de la forme 2* -1, mais & tous les nombres A choisis de telle sorte
qu'il soit facile d'obtenir en facteurs premiers la décompusition du nombre A+
ou du nombre A~ 1. Nous pensons d'ailleurs, pour faire comprendre I utilité
de nos recherches, devoir placer sous les yeux du lecteur le passage suivant,
que nous empruntons & I'illustre Gavss (¥):

« 320. Problema, numeros primnos a compo- » factores magna

» sitis dignoscendi, hosque in factores suos pri- » poris dispendium mediocre largiter compensent;

s emolumenta capiendi, qoae tem-
r
5 mos resoluendi, ad grauissima ac vtilissimar ti~ » praetereaque scientiae dignitas requirere videtur,

» us arithmeticae pertinere, et geometrarum tum
» veterum tum recentiorum industriam ac sagaci-
» tatem occupauisse, tam notum est, vt de hac re
» copiose logui superflaum foret . Nihilominus
» fateri oportet, omnes methodos hucusque prola-
» tas vel ad casus vaide speciales restrictas esse,
» vel tain operosas et prolixas, vt jam pro nume-
» ris talibus, quitabularum a viris meritis constru-
» ctarum limites non excedunt, i. e. pro quibus
» methodi artificiales suparuacuae sunt, calculato-
» #is eliam exercitati patientiam fatigent, ad mao-
» tes autem plernmgue vix applicari possint. Eisi
» vero illae tabulse, quae in ommnium manibug
» versantur, et quassubinde sdbuc, viterius conti-
» nuatum iri sperare licet, in plerisque casibus
» vulgo occurrentibus vlique sufficiant: tamen
» calculatori perito oecasio haud rare se of-
» fert, e numerornm magnorum resolutione in

» vt omnis subsidia ad solutionem problematis tam
» elegantis ac celebris sedulo excolantar. Propter
» has rationes non dubitamus, quia dvse methodi
» sequeuntes, quarum cfficaciam ac breuitatem lon-
» ga experientia confirmare possumus , arithmeti-
» cae amatloribus haud ingratae sint futurae. Cete-
» rd in problematis natura fundatom est, vt me-
» thodi quaecungue continuo dprolixiores euadant,
» guo maiores sunt numeri ad quos applicantar ;
» attamen pro methodis sequentibus difficultates
» perlente increscunt, numerique e septem , octo
» vel adeo adbuc pluribus figuris constentes pras-
» sertim per secundam felici semper successu tra-
» ctati fuerunt, omnique celerilate, quam pro tan-
» tis numeris exspectare sequum est, qui secun-
»n dum omnes methodos hactenus notas laborem ,

n gtiam calculatori indefatigabili intolerabilem, re-
» quirerent ». (**)

(*) DISQVISITIONES | ARITHMETICAE || AVCTORE || D. CAROLO FRIDERICO GAVSS, elc., page 578,
lig. 28—30, page 876, page 577, lig. 1 =8, — CARL FRIEDRICH GAUSS || WERKE I ERSTER BAND, etc.,

page 401, lig. §7-33, page 402, lig. $—9,

(**) Dans la traduction frangaise de POULLET-DELISLE ¢e passage est traduil ainsi (RECHERCHES ||
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Il est curieux d'observer, de prés,le choix des nombres pris par Gauss, com-
me exemples; le premier est le nombre

31460208 =9 X 8 X 7 X 99733

divisible immédiatement par 5,7 et 9; le nombre a essayer est ainsi diminué
de trois chiffres, et fait partie de toutes les tables de nombres premiers un

peu dtendues; le second est immédiatement divisible par s, et comporte seule-
ment sept chiffres; on a d'ailleurs

3428685 == 307 X 17683,

et rien ne prouve que Gauss ait laissé le choix de ce nombre au hasard. L'essai
de ces deux nombres serait assex rapide, & I'aide du calcul par logarithmes
que j'ai indiqué ailleurs, ainsi que je V'ai dit plus haut.

Nous ajouterons enfin, qu'aucune des méthodes connues jusqu'a ce jour, ne
permettrait pas de décider si le nombre 3'*7 — 4, est premier on composé.

Lzeexone en 1830 disait que le plus grand nombre vérifié « premier » était

'~ 1= 2 147 483 647 (V)

ARITHMETIQUES, || Par M. Cu.-Fa. Gavss (de Brunswick); || Traduites par .- c.-¥. POULLET-DELISLE,
etc., page 446, lig. 4—37, page 47, lig. 1—2):

¢ 829. Lo probldme ob 'on se propose do distinguer les nombres
¢ promiers des nombres composds, et de ddcomposer cmur-ci en
» Jours facleurs premigrs, est congy comme un des plus importans
2 ¢t des plus utiles de toute I'Aritmdtique; tout le monde mait qu'il
» ¢ dtd Yobjet des recherches des géomdtres tant anciens que mo-
» dernes , et il serait fnutile do donner des ddtafls & cet dgerd. Ce.
v pendint ou oe peut s'emplcher do convenir que teutes lor méthodes
» proposées jusqu'h présent soot restreintes b des cas tris-particoliers,
> ou soot i longues et i pinibles , que midme’ pour coux de ces
s vombres qui ne dépassent pas les limites des Tubles dont on est
s redevable & quelques mathématieians, c'est—dodive, pour les
» aombres & Y'égard desquels ces mdthodes sont inutiles, olles fatiguent
2 s patience du calculateur Is plus exored , ot qu’ elles ne sont poar
» slost dire pas applicables & de plus grands nombres, Quoique cos
s Tables, qul sont dany les mains de tout Je monde, et que 1'on doit
» ospérer devoir accroltre encore par ls suite, sufisent daus Js plu.
» part des cas qui so présentent ordivaleement; il n'ast cependsnt
S ps rare qu'vn elealateur habile tive de 13 décomposition des
s grands nombres en facteurs des avantsges qui ecompensent au~
» dold V'emplai du temps. Enoutrs 1a dignité de la science semble
s demander que I'on recherche ayes solt tous les seconrs ndcossaites
3 pour parvenir 4 la sclution d'un problime si dlégant ot sl cflibro,
» Aussi nous ue dautoos pas que les deur wmdthodes suivantes , dont
3 nous pouvons sflflrmer la beidvetd ot efieacitd &' aprin une longue
» expdrience, ne plaisent anx smatenrs de IArithmdtique. Au reste ,
s il est dams 13 natars du problime , que les methodes , quelles
s gu'sllos soiont, devienncnt d'eutant plus lonsues, que les nombres
» suxquels en les applique sont plus ecusiddealiles § copendant, pour
» Jes méthodes suivantes , les difficultds uo f'sccrolssent qu’ avec
s heaucoup de lenteur, ot les nombros do sept, de huit ot méme
s d'vn plus grand nombre de chiffres, ont tonjouvs 4té traltés, sur-
» tout par ly seconde , avee tn sucehs trds-houreut , et avee toute
» la cdléritd que 1'on pent sttendre pour de si grands nombres ,
s qul, suivant les mdthodes connues jusqu't présent, exigensiont

2 00 travall intoldrable, mime pour e caleulstour lo plus fn-
» fitigable o,

{*) THEORIE [ pES NOMBRES. || Troisidme £p1r10N || Par ADRIEN-~MARIE LEGENDRE, |} Tome J., olc.
page 226, lig. 14, — Voyez ci-dessus, page 28, note {***).
5
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Le savant M, Gexocew dans un derit présentd i I'Académie royale des Scien-
ces de Turin fait remarquer qu' on connait & present d’ autres nombres pre-
miers plus grands (*). Je ferai seulement obgerver , pour linstant, que j'ai
trouvé le plan d'un mécanisme qui permettra de décider presque iustantanément,
si les assertions du Pere Mensgnne et du Baron Puana, rapportées dans cette Note,
sur les nombres

g g, ooy, 9oy, 9%y,
qu'ils considéraient comme premiers, sont exactes.

Les théortmes indiqués dans la théorie précédente s'appliquent b toutes les
seéries récurrentes déduites des fractions continues périodiques, de la résolution
des équations quadratiques indéterminées, et notamment de I'équation de P, On

(*) On lit en offet dans cet éerit de M. GeNOCCMI (ATTI [ DELLA [ 8. AGCADEMIA DELLE SCIEN-
ZE || DI TORINO || PUBBLICATL{ DAGLY ACCADEMICI SEGRETARI || DELLE DUE CLASSL | voLuME unpe-
CIN0|[4875—76 || STAMPERIA REALE DL TORINO[| DI G. B, PARAVIA E C., page 826, lig, 96--38, page
827, lig. 1—29, p1sr. §° Aprile 1876). — INTORNO || A [} TRE PROBLEMT ARITMETICI Il 1 PIETRO FEAMATI|
NOTA || b1 |} A. GENOGOHI || STAMPERIA REALE DI TORINO |} BI G. B, PARAVIA E COMP. 0 1876 (In 8%,
de 20 pages, dans la seconde desquelleson lit: « Bstr, dagli Atid delia Reale Accademia delle Sciense
» & Torino, Vol. XL{jAdunanza del 3 Aprile 1876 »), pag. 48, lig. 16—3% page 19, lig. 1—39):

¢ Il signor B. Lucas, prima uet glornate Nouvelles dnnales do
» Mathémaliques (2° série, tom. XIV, auno 4875, peg. 583}, o poscla nel
» Comples rendus (tom. 88, No 8, 40 gennaio 4876, pag. £67), hs ripe-
» tute I' affermesione di Lzozwoae che ¢ lo plus grand aombro pro-
3 mier conau actustlemont » &

’ 83 — § == 2147488647,

s oomero verificate come primo da BunEmo. Cid ers bems) vera al
s tempo di LEoewvne; ms de pareechi anui sf conoscers tun numeru

» primo maggiore ; poichd il Buone PLANA trovd essore un  numero
s primo il quosiente :

29
, }-5%} = 9846876484

v (Mémolre sur la Thdorin des nombres, del €0 novembre 1889; AMemorte
¥ della R, decadamia delle Scianze dt Torine, serle 2°, tom, XX, pag. 139,
» Torino , 18688). Il PraxA Indieava snche (ivi, pag. 440 o L44) i se-
» guenti due numeri, 1' uno di 42 e I alro di 46 eigra, ch’ ogli sospat-
» tava gsatt ptimi 8394

’ T = 584643361499,

23— § = 00749923474090¢,

?
» dopo aver riconosciuto che |'uwao non ha divisori primi inferiori a
) 5;;59- e T'altro non ha divisori primi {nferlori a 50048,

» 1l signor Lycas ha trovato wsers un numero primo il quosients

¥ w &

» '57-—0-1- = ‘518355351
» ¢ dobitova foase tale anche

|
; ’35-5":‘5 = 8304418697

s pel avevs  dpavimentato tutte i divisorl peimi  inferiort a
) E;ﬂﬂmw

. Aan. lﬂc. cit-,c

» Bgll creds {noltre di poter affermare , she & peimo il numero
» 2337 . §, il quale avrebbe 88 cifre (Comptes rendus loe. eit.).

3 Nolo a quosto propasito che de un patso delle opere del P,
» Mensenng , rviferito nel tomo II dei Novi Comumentaril di Nottolmrfo .
> pag, 18, si tramebbo ch' asso MERIENNX comsideravs come priml i
» oumert 207 — £, 2137 0 §, IV o §, P ultimo ddd quali #t com-
3 porrebbe di 78 cifre,

& Nallo stesto taroo , pag. 16, il nomero 94T — § b indicato come
3 primo dubblo : il Barone Prams ba trovato che & divisibile per 43367
3 (Accad. di Torino, tom, XX citato, pog. 480). »



(87)
peut ainsi présenter d'une fagon plus homogtne, et plus lumineuse, un trés-grand
nombre de résultats de la théorie des résidus quadratiques, combler quelques

lacunes signaldes par Gauss, dans cette théorie, et principalement dans la Section
IV des Disquisitiones Arithmetice (®).

§ 19.

Avant de terminer ce chapitre sur les séries récurrentes, nous croyons bon de
revenir sur quelques unes de formules que nous avons exposdes, dans les para-
graphes précédents. Nous ferons d’abord remarquer I'analogie des relations
(4) et (5) du § 9, avec la formule fondamentale de la théorie des combinaisons,

Lo g
i~y 4

Co= Comy +
qui représente, wussi, la loi de formation du triangle arithmétique. On V'obtient,
comme on sait, en partageant les combinaisons de m lettres # & 7, en deux
groupes distincts; le premier groupe renfermant les combinaisons qui ne con-
tiennent pas une certaine lettre; et le second, les combinaisons quila contien-

nent. Cette formule peut s'écrire symboliquement
G Cp 73 (CP 1Y,

en considérant les indices supérieurs comme des exposants. On trouvenit une

formule analogue en partageant les combinaisons C: en divers groupes, par la
considération de deux lettres, et ainsi

n n Real R--2
Cm = Cm-a +2 Cm-—a * m-—zs ?

ou, symboliquement, comme ci~dessus

C:' band C:':’ (Ct e ’)20

9
On peut, par induction, arriver a la formule générale

(A) Cl, = C272 (C* » 1.

Pour démontrer cette formule, supposons-la vérifiée pour une certaine valeur
de p, et pour des valeurs quelconques de m et de n, aiasi que cela a lien, d'aprés

ce qui préckde, pour p =1 et p = 2. On obtient, en changeant dans cette dernitre
formule, m en m ~ 4, et dans la formule obtenue ainsi, r en n - 1, les relations
C:l-l = cn-p (C‘ 4 i)p,

M pny

Clt = CamP (Ch 4 4P

(*) DISQVISITIONES || ARITHMETICAE || AVCTORE [} D.CAROLO FRIDERICO GAUSS, oic., pages 92—164,
— CARL FRIEDRICH GAUSS{| WERKE |} BRETER BAND, etC., pages 73—119, — REGHERCHES || ARITHIIE-
TIQUES, || Par M. Cui.-Fa.-causs, ete., pages 69—4{7,
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douc, en ajoutant, et cn tenant compte de la relation fondamentale,

Ch = CoP=t (G« 4P (C 1),

Mo prem g
on a enfin

Ch = CoPl (C v ape

La relation (A), est donc vérifide pour la valeur de p augmentée d'une unité,
et ainsi de suite; par conséquent, elle est géndrale. Cette formule s'applique
encore pour les valeurs ndgatives de m et de », sil'on remarque que le trian-
gle arithmétique de Pascay, qui donne, comme l'on sait, le tablean des coeffi-
cients des diverses puissances du binéme (4 + a3, peut aussi dtre construit, &

laide de la loi de formation, pour les valeurs négativesde Uexposant. On peut
en juger, par le tableau ci~dessous : -

S
Exposants | “ CoerricIENTS |
I 5 35

41 1, 4 0, 32, 35, b6, o4, 130,

8l 1, 3 8 T, 3, 2, =, 38,
f 8| ¢ 2 38, % &5 & 1, 38 |
A Y R 1, 1, _i, L 1, 3y 1
f 0 1, » » n » » » »

i 1 4, » » » » »

2 i, 2, i, » » b »n

3 & 3 3 8 » » »

4 i, 4, 6y 4, i, » » »

5] ¢ 5 10, 0, 85 1, 2 »

—

Rewanque, — Le tableau des coefficients donnerait continuellement des zéros,
si I'on construisait ce tableau & gauche de la colonne verticale des unités.

La formule (A) ne differe, que par la forme, de la formule de VANDERNONDE,
connue sous le nom de dindme des factorielles; mais la démonstration précé-

dente nous paralt plus simple que celle qu'on en donne habituellement. Cette
formule, que I'on peut éderire comme il suit,

P O fa 1 Rl P (\bp
Cp-l-v’cpcq"'cpcq +.....+Cqu ;

donne Ia somme des produits obtenus en multipliant respectivement tous les
termes d'une ligne horizontale du triangle arithmétique, par ceux de la méme
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ligne, ou d'une autre, commencée a un terme de rang quelconque; et, en par-
ticulier, la somme des carrés des coefficients d'une puissance quelconque du
hinéme. On supposera C) =1 et C;"=o.

§ 20.

La formule fondamentale de la théorie des combinaisons peut encore s%crire
symboliquement

' c::-l; = C:....; (Cx - 1); »

en traitant les indices inferieurs comme des exposants, tandis que, dans le
paragraphe précédent, il s'agissait des indices supérieurs. On a, de méme, par
induction, la formule générale

(B) C:;; ea C:**-P (C, - !),,.

On démontre cette formule comme la précédente (A). Supposons, en effet , la
formule (B) vérifide pour certaines valeurs p=1, p=2,...., et pour des
valeurs quelconques, mais entitres, de m et de n; on obtient, en changeant
dans cette dernidre formule m en m -1,

C;:‘;a-; = C:...p..; (Cx - i)p 3
en retranchant membre 3 membre de la précédente,

CoZh, (G =8l = oy, (G =), (G = o)

s P

ety & cause de la relation fondamentale,

C::P:‘ = C:O—p-l (C, - ‘)I"H .

La formule (B) peut étre écrite, par le développement, ainsi qu'il suit

6 =G - €+ L% .+ (P CCL, 5
elle donne la somme des produits obtenus en multipliant p + 1 termes consé-
cutifs d'une colonne du triangle arithmétique, respectivement parles p + 4 coef-
ficients du développement de la puissance (4 - 2)P. On a, en particulier, la pro-
position suivante ;

Tutontue. — Si Von multiplie p + 1 termes conséeutifs de la pP™ colonne
du triangle arithmétique de Pascal, respectivement par les termes de la p=e
ligne, pris alternativement avec les signes + et — , la somme des produits
est nulle.
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§ 21,

Les formules (A) et (B) sont entitrement analogues aux formules (4) et (5) du

§ 2; ces formules peuvent étre généralisées. Si I'on a une série récurrente donnde
par V'dchelle de relation,

Uns = Atk + Bu,_,
on aura encore la formule symbolique
Ul = ur (Au + B)P ;
correspondante de la formule (A); on obtiendra, de méme, une formule analo-
gue a la formule (B). On retrouvera, d'ailleurs, les différents termes de cette
série dans le tableau géndralisé du triangle arithmétique.
On peut aisément trouver un nombre indéfiniment grand de formules ana-

logues aux formules symboliques que nous avons indiquées plus haut. On a,
par exemple, dans la série de Lamg, on dans la série généralisée

Upay SUp *ULy )
si I'on change dans cette formule 7 en n +1, et si I'on ajoute le vésultat obtenu
au précédent, on obtient
(C) Upga =8y + Up, 3
si l'on opire sur celte formule comme sur la précédente, et ainsi de suite in-
définiment, on forme le tableau des formules
Upeg ™ AUy + 1 Uy

Un3 P 2Uy + 3 Uy + S U,y

Upoy, 28U, +B U, + AU, + 1 Up3

un+5u8u,, -+ 7 un_l + 9“-,,....3'4- 8 u,,,_g b o i u“._.[‘ 9

* L} [ ] + L) L - L] L [ ] [ | ] [} L] * L} L

On reconnait dans -ce tableau que les coeficients des termes z,, w,_,, %,_, , ...
g'obtiennent par une loi de formation analogue & celle du triangle arithmétique;
on retrouve encore la sdrie de Lamg, dans ce tableau, en opérant comme dans

le tablean donné dans le § 5. On remarque encore que I' on peut obtenir le
tableau précédent en formant, par colonnes, les sommes de deux lignes consécu-
tives du triangle arithmétique. On a donc, en général, la formule

Upop = B Uy + (C;__, e C;_'a) Upoy + (C:__" + C;_,) Upa (Cz_, + C:__a) Ups * oo
ou, sous la forme symbolique, '-

WP = PR (g e )P Ut (g 4 )
ou, encore ,
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(D) wh*P = ur P+ (o )P~ (32 + 1),
Cetle formule peut se déduire de la formule (C) que nous avons donnde plus
haut, de la maniére suivante. Remplagons, en effet, dans cette dernitre, p par
p~4 et par p-3, et ajoutons les deux rdsultats obtenus, nous retrouverous la
formule (C).
On a encore la formule
Upesa =B Uy = Uy

de laquelle on déduit une formule analogue & la formule (C), et que l'on pent
obtenir directement & l'aide de cette formule, par le changement de u en - u.

Ces formules peuvent elles-mémes étre développées indédfiniment; soit , par
exemple, la relation immediate

. Upez =B Uy = Upong 3
ou, symholiquement
un-&-a = g (3 U2 - i);

on en déduit, en changeant n en n+ 2, en multipliant les deux membres du
résultat par 3, et en retranchant le précédent
urto o g2 (3 u? ~ 1 )5
en opérant ensuite sur cette formule, on a
uhto = g3 [3 ua - l]a ;
on obtient, de méme, la formule générale
w0 = gt (3 u® - 4],

§ 22.

Plus gdénéralement encore, on a la formule
Ungie =Ygty = (= 1) Uy
que l'on peut écrire symboliquement,
“ wrtt o un-—k [vk uﬁ- - (_ ‘)I:] ,
et dans laquelle v, est un terme constant, égal an terme de rang k dans la série
1, 3, 4 7, 4, 18, 29, . ., ,
déja considérée. Si nous remplagons, dans la formule précédente, n par n + &,
si nous multiplions par v, les denx membres du résuitat obtenu, et si nous

gjoutons les denx membres de la formule precédente, respectivement multipliés
par - (- 4)*, nous obtenons

w3k o gn—t [‘5‘_ 16% - (_ ‘)k ]z ,
ou, en changeant u, en u,.,,
Tl LY l:',“r uk - (__ i)k]a 3
on obtient de méme la formule générale
(M U eyt [oput - (=)t P
La premitre formule de ce paragraphe peut s'écrive encore
(1) g = 0* (04 - )
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et donne aussi la formule
(E) (= )" Uiy = U" (04 — 6P,
Nous n'avons considéré dans ce paragraphe et dans les précédents que les re-
lations lindaires entre trois termes de la série de Laue géndralisée; mais il est
facile de voir que l'on peut encore appliquer la méthode pour vne relation li-
néaire quelconque; on peut aussi employer cette méthode pour la généralisation des
formules contenant aussi les carrds, les cubes, etc. .... des termes de cetie série,

comme plusieurs des formules (8), et méme ceux d'wnesérie récurrente générale.
Considérons, en effet, une série récurrente quelconque, donnde par la relation

U= A Upip A Ui+ oo o+ A Upr +A U,
quelle que soit la valeur de n. Posons, pour abréger,
g)=Au? + A P+ ., .+ A, u+A,;
nous dirons que les symboles
Ut et o)
~ sont symboliquement équivalents ; nous allons faire voir que I'on peut, dans
les équations algébriques, les remplacer I'nn par V'autre. En effet, changeons

successivement dans la relation donnéen en n+3, n+2, ..., n+p; ajou~
tons les résultats obtenus, aprds les avoir respectivement multiplids par

Ap’ Ap—-l’ v ey A;, Ao9
nous obtenons I'égalité symbolique
Ua.-i-:k = U* [? (U) ]z ’
nous obtiendrons, de méme, la formule générale
Uneip = U [9 (U) J7.

Par conséquent, si les symboles considérds sont équivalents, il en est de méme
de leurs puissances entitres; par suite, aussi de ces puissances multiplides par

un méme facteur. On démontrera encore que si les symboles o™ et ¢, (U)s U™
et ¢, (U)y .. .., sont respectivement équivalents, il en sera aussi de méme,
de leurs sommes, de leurs puissances, de leurs produits respectifs; et, en gé-
néral, de leurs fonctions entidres -semblables. On peut donc énoncer le théo-
réeme général suivant :

Tugontue, — 8§ les fonctions f,(U), £i(0), .... f.(U), et ¢,(U)y 9a(0)s ... qu{U),
sont symboliquement dquivalentes denx & deuz, il en est de méme de toute

fonction entiére composee de la méme maniére avec ces deux séries de quan-
tites, et ainsi, on a léguivalence symbolique

Yifis fos « o £)=¥01s 025 )
§ 23.

Nous donnons, dans le texte, le tableau de la décomposition en facteurs pre-

miers, des différents termes de la série réourrente de Lonanp pg Pise, obtenue
a l'aide des théories précédentes.
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Nous avons trouvé, depuis la com:msxtxou de ce chapitre, un grand nombre
d'autres résultats nouveaux, mais nous indiquerons seulement le suivant, que
'on déduit immédiatement de la théorie des sections angulaires :

Tutonéns : Duans la série de Fibonacci, le quotient de #u,, paru, est de
la forme quadratique X*—pY¥*, si p ddsigne un nombre premier de la forme
4q + 1 ; ce quatient est de la forme quadratique 3 X* + p Y°, lorsque p dé-
signe un nombre premicr de la forme Agq + .

On a ainsi les formules suivantes, quil est fucile d'appliquer encore au quo-
tient de 4v,, par v,:

4‘-‘-5-’1 e [ev,,,-a-(—i) ]-—5,

I =5[aua“+(-1)" ]-i-'l?v::

a
4.i£‘=.5[su5,,+(-:)“u3,.—au,,] + 18 V3, »

n

" 3
4"'&“"‘"’“ = [2"’631 + ('" 1) Vin + 4Vqp = (- 1)"]-—’3[94”... i] ’

n
— ’

et L (=1)" vy + B4 + U=t)* 0, B 4]— -i’![vs,, wo(=1)* 04, +0,, + s(-—t)"] ’
n o

g

u ) '
A2 g | gy + (=) gy — & U, +AA)" U, +s"m] *’9["7:. = V3 + (-4)" "n] ’

4 --’-3-'-‘-== s[m.u.+(-i) U g =88y, —8(=1)"U gy —"Ttb3,~4(~1)"u ]«»-ss Vgar{=1)"¢gn=(=1)"v3,—w ]

u
4 =a9n =9n [3’;4!0 + (=1)0 10 8V 1 0n = 3(~1)"Vg, + V6, ~ 8(~1)'04, + 305, + 9(‘_.‘),,]

S RS |

CHAPITRE 1L |
SUR LES NOMBRBS CONGRUENTS ET SUR LEUR MULTIPLICATION.

§ 1o

Le probltme des nombres congruents eomporte un certain nombre de ques-
tions fondamentales de l'analyse des équations indétermindes hlqnadrathues, dont
on ignore encore aujourd’hui la solution générale, malgré les nombreux et impor-
tants ravaux entrepris sur ce sujet par les mathématiciens les plus habiles. Il oc-

-—
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cupe une place importante dans le céltbre Traite des Carrds de Leonanp br
Pise, que Fon a cru perdu pendant bien longtemps, et qui a été retrouvé ot
publié, comme chacun le sait, par le docte et généreux prince B. Boncompaant.

Le probléme dout il s'agit revient & la résolution en nombres rationnels du
systtme des ¢quatious simultandes

Framur, x-a=;

c'est ainsi qu'il fut d'abord considéré par Diopsante; mais nous deyons ajouter
toutefois que dans ces €quations, Diorusnte su ppose les quatre nombres x, «,
%, v indéterminds en méme temps. Sous cette forme le probléme parait fort
difficile, et cela tient & la trop grande indétermination du systtme , puisque
le nombre des inconnues rationnelles surpasse de deux unités le nombre des
conditions qui Jeur sont imposdes. Il semble méme que l'on n'ait pas tenu compte,
jusqua présent, de ce que l'on peut appeler V'ordre de l'indétermination dans
cette partie de l'analyse; c'est~a-dire de I'excts du nombre des inconnues ration-
nelles sur le nombre des équations qui les contiennent. Ainsi les denx pro-
blemes de trouver les triangles rectangles, et les tridres trivectangles, dont les
ciiés sont entiers, n'appartiennent pas au méme ordre d’indétermination, puis-
que le premier conduit & la résolution d'une seule équation contenant deux in-
connues rationnelles, et que le second conduit & la résolution d'un systéme de
trois équations contenant cing inconnues; ce dernier problome est beaucoup plus
difficile que le précédent, et n’a point encore été résolu complétement, Cette
observation s'applique encore a la théorie des nombres congruents, et clest pro-
bablement pour en diminuer la difficulté que les mathématiciens arabes ont com-
mencé par dresser le tableau des valeurs que peut prendre le nombre a gui est
& proprement parler le rombre congruent, ¢t que 'on suppose ddbarassé de tous
les facteurs multiples qu'il contient. On trouve, en effet, des tables de ceite na-
ture, dans un traité sur la formation des triangles rectangles en nombres entiers,
par A28 Daa’ran Monawnen nen Anuogain (*), dans chacnne des denx €éditions faites
en 149, et en 4833 de la « Summa de Arithmetica » de Frére Luca Paciont (°"), et

(*) ATT1 [l DFLL’ACCADEMIA PONTIFICIA || PE'NUOV] LINCEL, elc. TOMO XIV.~ ANNO X1V, || (1860~
61.) (| Roma (| 1801, ecc., page 267, colonne §0tme, page 289, lig. 1—40, ~— RECHERCHES | SUR PLU-
SIEURS OUVRAGES || DE LEONARD DE PIRE, ofc. PAR M, ¥, WOFEPCKE, elc. PREMIBERE PARTIE. | Emtfqm
et traductions d‘oumfu avabes inédits, || 11| Traduction d’un fregment anonyme sur Ja formation
des trianglesl;l rectangles en nombres entiers, et d' un traité sur le méme | sujet par Abod Dja’far
Mobammed Ben Albogain, ele. 1864, page 33, colonpe 10oms, page 27, lig. 36—38.

(**) Suma de Arithmetica Geo‘|lmetria Propovtioni ¢ Pro/|'portionatita (In fol., de 308 fenillets,
dans le 308c desquels, numéroté 76, recto (lig. 11-1%) on Jit: « Con spesa e diligentia. E opifitio
» del provl|dente homo Paganino de Paganini da Brescla. Nella excelsa cita de vinegia co gra del H
» 810 exceleo Dominio che per anmi .x. proximi nullaitro in quello la possi restipare ne alirone
» gldpala in quello portarla sotlo pena in dilta gratia cstenuta. Negliani de nostra Salute §| m, ccec.
» Ixhiij. adi .40, de:nousbre »), feuillet s4bme, puméroté 46, verso, marge latérale extérieure.—
Summa de |} Arithmetica geol|metria. Proportioni : et proportionalita : '[l Nouamente impressa In To-
scolano st 1a riva dil Benacense et || vnico carplonista Laco: ecc. (fn fol., di 308 feui lets, dans le
08¢ desquels, numéroté 76, reoto (lig. 22—38) on Jit: « Bt per esso paganino di nouo impressa. In
» Tusculano sula riva dil laco Benatense: | nel proprio tuoco et Sito: doue gia esser solea 1a nobile
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. dans le premier volume publi¢ en 17 d'un savant ouvrage du Pere Cossat,
sur Phistoire de PAlgébre (%),

Les nombres congruents non supérieurs 2 30 sont seulement les nombres 3, s,
et 7. Lronann pe Puise, a en offet, énoncé tout d'abord, que I'unité ou un carré
ne peat-étre un nombre congruent. D'autre part, l'sive d'un triangle rectangle
doot les c4tés sont formds par les nombres r et s, a pour expression

a=rs (P’ - Sa)’
el représente un nomhbre congruent, puisque I'on a:

rd a4 st ‘*N‘(r, ) L TYI R
- = .
2 2

Bernard Frimeie De Bessy, mort cn 1675 (**), dans son traité des Triangles
Rectangles, démontre que l'aire d’un triangle rectangle ne saurait étre dgale 3 un
carré {ce qui ne differe pas du théorbme de Fivoxacei}, ni & sen double (**3);
la premitre partic de cette proposition a dté démontrée par Fenmar (**%%),

» cita ditta Benaco. Regnan-|[te il Serenissimo principe. D. D. Andrea Gritti Inclito duce di Uene-
» cia. (| Finita adi 41. Decembre $523 »), feuillet 34me, numéroté 46, verso, marge latérale extérienre.

(*) ONMGINE, | TRASPORTO IN ITALIA, [} PRIMI PROGRESS! IN £83A || DELL'ALGEBRA, [} STORIL CRI-
TICA || DI NUOVE DISQUISIZIONT || ANALITICUE B METAFISICHE ARRIGCHITA[l bt || b. PIETRO COSSBALI
C. R |l Forvask 1.k DALLA REALE TIPUGRAVIA( PaRMENSE [} clo. Tocc. xcvil, pag. 196,

{(**) LE GBAND || DICTIONNAIRE [| HISTORIQUE, oic. Par Mre LOUIs MORERL, ecC. NOUV ELLE £D1-
TION, CCC. TOME CINQUIEBME; || A PARIS, el¢. M. D. CC. LIX, page 370, col. 1, lig. 3—#,

(**') TRAITE || DRS (| TRIANGLES | RECTANGLES || EN NOMBRES,||DANS LEQVEL PLVStevas || belles
propriélis de ces Triangles sont || démontrées par de nouveaus prin-|\cipes.|[Pac Monsiear FRExICLE
de |} 'Académie Royale des | Sciences. [| A eanrs, || Chez Estiesne MrcaaiLer, lsue Suint Jacques,
3 I'lmage 8. Paul, | proche la Fontaine 8. Severin. {§ st.nc.LXXV1. | Avas Perméssion {In 8%, de 138
pages, don! les 1e—2e ne sont pas numérotées, et les 3o—118¢ sont numbrotées 4—116), page 100, lig.
{7—24, pages 104—100, PROVOSITION XXKIX, PROPOSITION XU, — & ‘TRAITE || DES || TRIANGLES RE~
» CTANGLES | EN NOMBRES, [ DANS LE QUEL | PLUSIEURS BELLES PROPRIETEZ || de ces Triangles
b sont demonttrées par de nouveaum principes. | Par M, FapsicLe » ( RECUEIL | DE PLUSIEURS
TRAITEZ {| VE MATHEMATIQUE||DE L' ACADEMIE BOYALE || DES SCIENCES. [l A PARIS, || DE L'IMPRIMERIE
ROYALE, || st. pC. LRxVI, grand in folio, de 244 pages, et 12 planches), page 28, lig. 843, page 20,
lig. $—15, PROPOSITION XXXIX, PROPOSITION XL, — MEMOIRES || DE || L'ACADEMIE || ROYALE || DES
sciences. || Depuis 4866, jusqu’a 4699, [l TOME V.| A Pamis, || PAR Lk COMPAGNIE DES LIBRAIRES.||
MDCCXXIX. || 4V BC PRIVILEGR DV ROY, page 133, lig. 20--30, pages 134—135, page 136, lig. 1—8.
— RESQLUTIONS {{ DES || QUATRE PRINCIPAUX |} PROSLEMES [| D'ARCHITECTURE |} PAR M. BLONDEL |} BT |
OUVRAGES || DE (| MATHEMATIQUE || DE M. FRENICLE. || 4 L4 &4vE, | Ches . GOSSE & I, NEAULME ,
¥. DCC. XXXI, page 313%weo , pnumérolée 133, lig. 20~-30, pages Jp4dmeyigbme, numérotées $34—
138, page 316dme, numérotée 136.— DICTIONNAIRE || DES BCIENCES || MATHEMATIQUES || PURES. BT AP-
BLIQUEES, || PA® UNE ROCIETE || D'ANCIENS BLEVES DE L'ECOLE POLYTECHNIQUE, || 8OUS LA BIRECTION
PE || A-~~8. DE MONTFEARIER, elc. TOME SECOND, || PARIS || A.~J. DERNAIN, LIBRAIRE, olc. 19 ManS 1836,
page 48, eol. 2, Hg. 20—~33, — DICTIONNAIRE || DBS || SCIENCES MATHEMATIQUES || PURES ET APPLI-
QUEES [} PAR [} A.—$. DE MONTFERIER, clc. DRUXIEME EDITION | TOME SECOND L A PARIS, ele. 1843,
page 48, col, 2, lig. 2033, — DIZIONARIO || DELLE (| SCIENZE MATEMATICHE || PUGR ED APPLICA-
TE {| COMPILATO, elt. SOTTO. LA DIREZIONE || DI | A.—8. DE MONTFERRIER, olc. PRIMA VERSIONE 1TA-
BANA || CON NUMEROBE AGGIUNTE E CORREZIONI || DEL D, GIUSEPPE GASBARRL || £']] DI GIUSEPPE FRAN-
yo18 || VoLuste Quinto |} FIRENZE | PER v. BATELLI E COMPAGNI [} 1843, page 208, )ig. 21—26.

(****) DIOPRANTI | ALEXANDRINY || ARTTRMETICORVL || LIBRI SEX[|ET DE NVMERIS MVLTANGVLIs||
WBER VNVS. [ CF M COMMBNTARILS C. G. BACHETI V. ¢. {} {o¢ obseruationibus D. P. ds reaMAT
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Le savant M. Gesoccui, dans un excellent commentaive des ouvrages de Lio-
Narp oE Pise, a démontré qu'un unombre premicr de la forme 8 n + 3, tel que
3, i1, 18, 43, ne peut étre un nombre congruent (*). Dans le méme ouvrage,
M." Genocent a aussi démontré que le nombre 10 n'est pas congruent (*%), c'est-

Senatori Tolosan, || Accessit Doctrinm Analyticar inuentom nouum, collectum i ex varils ciusdem p.
de rermar Epistolis, || ToL0sZ, efc, M. pe. LXX, page 338, lig. 46—48, page 339, lig. 1--32, LipER
VI, QUAESTIO XXVI. PROBLEMA XX, OBSERVATIO D. . P, ~— MEMOIRES || DE || L'ACADEMIE IMPERIALE|]
DEB SCIENGES , || INSCRIPTIONS ET BELULES-LETTAES [ DE TOULOUSE, || Quatritme Séric.y ToME I it
TOULOUSE, elc. 1853, page 137, lig. 11—33, page 198, lig. 1—10. — priEcIs || DES || RUVAES MATHE-
MATIQUES | DE P. FERMAT || ET DE L'ARUTHMETIQUE DE DIOPHANTE; || PAR E. BRABSINNE, elc. PARIS,
elc. 1853, page 137, lig. 11—33, page 128, lig. 1--16.

(*) On lit en effet dans co travail de M. Genocchi ( ANNALL[l DY SCIENZE || MATEMATICHE E FI-
SICHE || COMPILATI [| DA {| BARNABA TORTOLINI, elc. ToMo SEs70, olc. page 318, lig. 1124, 2833,
AGOSTO 1835. —80PRA || TRE SCRITTI INEDITI DI LEONARDO PISANO, 61C. NOT'E ANALLITICHE { oy
ANGELO GENOQGCHI, elc.. page 104, lig, 11-—24,28~33) :

¢ Dal quale principlo desumeremo, che nessuns delle
s foramule

b &4 4, D4, ot 2h, o Amy,
» gheegt, de (@hedgp)), e (24— 100YY), d (ah—niyt),
» pud mai rappresentsre un quadeato 3, se n denoli un nu-

» mero primo della forma Sm o 3, perehi altriment! st sveeb.

s bo un trisngolo rettangolo, ls sul sees avrobbe uns delle
s lorme

)
» (wy) y 2 (%)’, 10 (%)’, n (wy)’.
s orvero in cul l'xccunnato prodotty avechbe le forme equive-

» lenti

b (@yP, 2zy)t, 10(eyl, nlzy),
» ¢ quindi si gvrebbe un congruo- quadrato, oppure eguale »
» duoe, dieci, 0 # volte un quadeato.

» 3 Ladlmostrasione obe hefudionts Legendre relativamonts slls fore
» 20014 59~ o (Thiorie dus nombres, n® 385, T, I, pag. 4, Corellaire)
» wotabrs spPllvarsi sl solo casodle W oy pari, o non comprender
" q'u!ndlllomdlu imparl entrambl. B sncho Imperfutts qualls ohe
.s‘w u;: gloroale, Nowoellrs Annales v Mothdwmatiques, Tom, ¥,
» PAS =T

(**} ANNALY [} DI SCIENZE || MATEMATICHE E FISICHE, cle, TOMO $ESTO, ele., page 299—300, page
30, lig. 4—3. — SOPRA {| TRE SCRITTI INEDIT! | DI LEONARDO PI8ANO, elc. XOTE AN 4dLITICHE, ofc.,
page 87--88, page 89, lig. 1—3. — M. le Professeur Mathieu Collins de Dublin avait démonteé aussi
celte proposilion dans un opuscule intitulé « A TRACT || ON THE POSBISLE AND IMPOSSIBLE CASES OF ||
» QUADRATIC RUPLICATE EQUALITIES|/IN THE DIOPHANTINE ANALYSIS: || TO WHICH 1% ADDED [j A SHORT,
» BUT COMPREHENSIVE APPENDIX, [| IN WHICH MOST OF THE USEFUL AND IMPORTANT {| Propositions in
»n the Theory of Numbers ave very concisely demonstrated. || BY MATTHEW COLLINS, B. A.||Senior Mode-
» rator in Mathematics and Physics, and Bishop Law's Mathematical ) Prizeman, Trin. Coll. Dublin. i
» pusiiX: || This Tract and Mr, Collins'other works, can be procured direct from the || Author, 4 Or-
» monde-road, Kilkenny; or, 13 Anglesea—street, Dublin. || They are sold by |} sessas. PonsoNay,
n Comrnigd, Keerwy, Rooney, and Mornis of Dusiix : Mutcauy, | Cornk: O'GoaMar, LINBRICK ;
» Doveras and NicaoLson , KiLkenny. | 4858 | [ Price Four Shillings. ] » (In 8.0, de 62 pages,
dont les {dre—3bme ne gont pas numérotées , ct les Gime—gitme gont pumérotées 2—60), page 9,
lig. 7-~49, Dans cet opuseule, dont D, B. Boncompagni posséde un exemplaire (¥}, cette propasition.
est énoncée ainsi (A TRACT, elc. BY MATTHEW COLLINS, elc., page 9, lig. 7—8) :

2 4 10y = [J = 5
& — 0 = [ =0t
M. Genoechi a donné en 1855 un théordme plus général, ¢’ est-i-dire que lc double d'un nombre:

{*) Questo esemplare mi fu gentilmente inviato in domo’ nel dicombre dol: 4876 dal Ch.Mo 8ig. Glorgio Sslmon, pro«
lessare di matematiche nells R. Uplversith di Dubline, B.

¢« 42. Tho two simultaneous equations ’ ; ste impossidble »,
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a-dire qu'il est impossible de résoudve le problime énoncé ainsi par Bua-
Epoiv, dans son traité de calcul (Khelasat al Hisdb) ()

. 4 8i I'on ajoute t0 & un carré, alors la somme doit
h avoir une racine carrde, et si I'on en retranche 10, le re-
» ste doit de mdme avolr une racine carrée », (**)

premier de In forme 8m 4 B ne peut pas étre congruent (1v CIMENTO[|RIVISTA}|D1 8CYENZE, LETTERE
ED ARTL [} ANNO 111, - SERIE §% || YOLUME VE. ) TORINO || TIP. SCOLASTICA DI SEBASTIANO FRANCO
E FIGLL E Conp. || #8858, page 077, lig. 820, Fascicolo VIIf. ~ sTORIA DELL'ALGEERA || DEL CON-
GRUL DI LEONARDO PisANO!|PER||ANGELO GENOCCH! || Estralfo dal Cimento, Vol, V1.~ Fase, VIIL. |
TORINOG || TIP. SCOLASTICA DI SEBASTIANO FRANCO E FIGLI E COMP. || {855, page 10, Tig. 820, —
COMPTES RENDUS || BEBDOMADATRES [| DRS SRANCES || DE L'ACADEMIE DES SCIENCES, al¢. TOME 30IXAN-
TE-DIX-HUITIEME, [| IANVIER-IVIN 4874, || pAR1S, efc. 1874, page 433, lig. 17—31, No 6, skaNce nof
LENDI 9 FEVRIER i874, — INSTITUT NATIONAL DE PRANCE. ACADRMIE DES SCIENCES || Bxtrait des
Comptes rendus des séances de U Académie des Sciences, tome LXXVIE séance du lundi 9 février
1874, — Sur Utmpossibilité de quelques égalités doubles. Par M. A. Gevoccu, In-A.°, de trois pa-
ges, dans la dernidre desqnelles on lit: « ROYA. ~—~ TIFOGRAFIA DELLE SCIENZE MATEMATICHE E
» risicHe, Via Lata N 244 & », page 14, lig. 7—~19). En 1874 il a donné sussi d'autres théordmes tras-
importants sor les nombres congruents (compres RENDUS|{UEBDOM AAIRES] DES SEANCES]|0E L'ACADE-
MIE DES SCIENCES,|{PUBLIES, elc. TOXE SOIXANTEDIX-RUITIEME||JANVIER-SUIN 1874, etc., page 433, lig.
1—34, pages 434—435,— INBTITUT NATIONAT, DE FRANCE. ACAEEMIE pEs sciENCES||Extrait des Comples
rendus des séances de I'Académie des Sciences, toma LXXVII, ete., page 1, lig. 135, pages 3—3).

(%) KHOLACAT An HISS3B, || OU || QUINTESSENCE DU CALCUL || PAR] BEHA~EDDIN AL Aamauit, ||
TRADUIT ET ANNOTE || PAR[lARISTIOE MARARE || Professeur, OMcier de I'fustruclion publique || oxvx12-
ME Rorrion || revue, corrigée et augmentée de nouvelles notes. [| AOME [} IMPRIMERIE DES SCIENCES
MATREXATIQUES BT PHYSIQURS [| 1864, page 50, lig. 28—30. — NOUVELLES ANNALES[| DE | MATHEM A
TIQUES. }i JOURNAL, etc. Redigé par MM. TERQUEM, ele. kT cBrONO, elc. TOVE CINQUIEME || PARIS,
ele, 1846, page 343, lig. 13, /UIN 1846, — KHELASAT AL H13AB || ( Essence du calcul) e BEHA-EDDIN MO~
HAMSED, | PAR || ARISTIDE MARRE. (In 92, de 64 pages, dans la §4bme desquelles on lit: « Extrait des

» Nouvelles Annales de Mathématigues, Juin 1848, |Ipubliées chez Carilian-Geery et Vor Dalmont, 4 Pa-
» rig », et une table), page 53, lig. 1—3.

(**) Dans la traduction de M. Nesselmann du « Khelpsat al Hisib» on Jit (Essenz der Rechen-
kunst || von || Mohammed Beha-eddin hen Alhossain [j aus Amul, | arabisch und deutsch || herausge-
geben (| von || Dr. c. H. F. NFSSELMANN , {| ausserordentliches Professor an der Universitdt za Kik-
nigsherg. (| Berlin. {| Bei G. Reimer. || 843. | Akademische Buchdruckerei, page 55, lig. 87—29):

v ¢« Wenn man go einem Qoadrat {0 addivt, 50 soll die

s Summe edue Wurzel haben, und weun msn 10 daven sub-
v trabiet, 30 soll der Rest elne Wuenel haben, »

Heha-eddin Mobammed ben Athossain al-Aamouli né & Balbec en 1547 entre le 22 janvier et le 19
février du style julien (Essenz der Rechenkunst, ecc., page 74, lig. 3—14), mourut en 1622 entre

le 8 actt et le 5 septembre du style Grégorien (Essenz dor Rechenkunst, etc., page 74, lin. 2—13).
Dans le traité ci~dessus mentionné de Beua Evoin on Jit ( KHOLAGAT AL HISSAB, elc. DEY-

XIEME EDIT (0N, etc., page 80, lig, 8—23. — NOUVELLES ANNALES [| 0E || MATURMATIQUES, elC, TO-
ME GINQUIRME, elc., page 318, lig. 6—27. — KMELASAT AL HIBAS, efc. PAR [| ARISTIDE MARRE, page
32, lig. 6~-27. — Esseng der Rechenkust, etc., pages 83, lig. 2—20).

¢ Les savents qui sont forts dans cotte doctrine, nnt ven-  » posd nue partie dans leurs recueils, pour prouver que celte
® cunted curtains problémes, dont la rdtwlution o Asé leurs & science cootient des diffculeds capables de rebuter, pour
s wiéditations, etdont la recherche s atticd feurs regorda; ils 3 vddulrs au silence couxelh el prétendent qu'en matidro de
* ool enlreptis par Loutes sortes d'artifiear de souleverlo voi-  » ‘caloul il n'sst shsotoment rlan qu'ils e puitsont effvctuer,
s le, et ont tentd par tous Jes moyens d'arracher Jo rideas; o pour prévenir les esleulsteurs de no pas prendre fa peine
* mais ils n’ont pu ddevuyrie aaeun chemin, oi trouver per- 3 de chercher la solutiva, st quelques questions de ce genre
» tonna pour leur indiquer la route, personue poue les con- 5 Jour daiout proposéss, ot pour exclter a les réroudre et &
» duiro. Depuis les tamps sncions cos probldmes sont demet-  » los dévoilor conx quisont douds de brillsutes facultds, Aussi
» tés commo insolubles, se montrant rehelles cobtre tous les > jo produls dsns co mangel sept de ces problémes comme
» gdvies jusqu'h cotle dpoque. Les savants compdlants en ant  » wmoddle, afin do suivee les vestiges de ces hommes d'dlite
» mentionnd quelques-uus dans leurs derits, ot en ont peo. ot de marcher sur leues teaces, Co sont Jes suivants: »

Beur-Epots rapporte ensuite Ivs énoncés du ces sept -problames (KHULAGAT AL HISSAB, eft. DEw.
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§ 2

On trouve encore dans ce traité de calcul, I'équation indéterminde
x*+ =28 (%),
qui constitue la proposition négative de Fenmar , et doat I' impossibilité fut
démontrée pour la premitre fois par Evign. C'est un cas particulier de 'é-
quation plus générale
(1) B+ y=As;
dont on ignore la résolution, méme dans les cas les plus simples. Feamar a in-
diqué un procédé qui permet d'obtenir une série indéfinie de solutions nonvel-
les, & l'aide d’une premitre. On déduit de ce procédé les formules
@ X=x@+2), Y=y +y’), L=sga’-yY,
que l'on attribue habituellement 2 EuLgr, bien qu'elles soient fort antérieures (**),
Cavcay « généralisé ces formules, en considérant 1’équation
(3) Az’ + By + C22 + Kxyz =0 (*%9),

Les résultats obtenus par Cavcav peuvent étre énoncés sons la forme suivante,
qui me parait nouvelle :

I. = §i (x, 7,2 ,désignent des nombres entiers satisfaisant a I'équation (3
on obtient une nouvelle solution (x,, 7,, 2,) 2 l'aide des formales

Xy *.7' F} *zt
x y 3

il - 8i (®7,2), et (#,, 7, %), désignent deux solutions distinctes de
I'équation (3}, on obtient une solution nouvelle (X, Y, Z)a l'aide des formules
X, Y, Z,

Xy yy %y |=0, AXxx,+BYyy, +Clis,=0.

| %y i 2,
Mais si V'on applique ces formules, dans les cas les plus simples, on n'obtient
pas ainsi toutes les solutions.

=0, Axx* + By,y'+ C3,2° = 0.

XIBME BDITION, oto., page B0, lig. 2430, page 6, lig. 1—13.—NOUVELLES ANNALES | DE |} 3a-
THEMATIQUES, oft. TOME CINQUIEME, élc., page 212, hg. 28--31, page 343, lig. 4—~18. ~ K@ELA-
SAT AL HISAB, elc. PAR [} ARISTIDE MARAE, p?o 83, lig. 28—31, page 53, lig. 3—16. — Essenz der
Rechenkust, etc., page 85, lig. 33—32, page 56, lig. 1—12) dontle second est le mdme qui ost rap-
porté ci-dessus {lignes 3—5 de cette page),

(*) xHouicar AL HIssis , ¢lo, DEUXIRME EDMITION, efc., page B, lig. 4—8. — NOUVELLES
ANNALES [| DE | MATREMATIQUYS, 6lC, TOME CINQUIEMSE, ele., page 343, lig. 7—8, == KHELASAT AL
11848, [ oU || KEssence du DE BEHA-EDDIN MOHAMMED || PAR ARISTIDE MARRE, ofc., page 53,
lig. 7—8, — Essenz der Rechenkunst, elc., page $6, Hg, 1—~3.

(*') NOUVEAUX ELuWENS [} DES {| MATREMATIQVES, 610, SECOND VOLUME , olt. Par 2E4N Paz-
STET Prdive, ci-devant Professeur des Mathdmatiques | dans les Vntvorsites &' Angers dos de Nantes, |
A PARIS, || Chex ANDRE PRALARD, Yub saint-JACQUES. | A Poccasion [ M.DC.LXXXIX. || ¥ EC PRIV ILEGE
by Roy, page 360, lig. 28--32, page 261, lig. 1—11, '

(***) EXERCICES | BE MATHEMATIQUES , [| PAR M. AUGUSTIN-LOUIS CAUCHY, elC. A PARIS, elc.
1826, page 256, Jig. 18—21, pages 95736,
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Pour la résolution de I'équation (1), I'emploi des formules suivantes me sem-
ble préférable :

X =29y« 3% 32 + Y Y =90 - a9 32’y (9% + Y
L =3kys (x% - 2% « oY),
En supposant A =9, on trouve ainsi la solution
Xe=9, y=-24, z=48,
et, en général, toutes les solutions dans lesquelles z est un nombre pair. Ces

solutions n'ont point été données par PrESTET, EULER et LEGENDBE, qui se sont
occupds spécialement de cette équation.

En supposant encore A =7, on trouve aussi la solution
X=1B, F=wil, z=38,
et toutes les solutions dans lesquelles 2 est un nombre pair. Feamat qui avait
particulierement étudié cette équation n'a point donné ces solutions; cela sem-
ble indiquer quil n'était point en possession de la méthode générale.
La solution donnde ci~dessus 73° - 47 = 7 ¢ 383 est plus simple que celle de
Fenmar 1368° - 1386° = 7  183° (*) reproduite par Leoenose (*9).

Quant aux formules de Cavcny, elles donnent lien & une conséquence curieu-
se. On a, en effet, l'identité

A[x (Ax* + 9By*)} + B[y ('li’gf3 + 2Ax%) ] + A?B? [sx’y*
- [A2x8 + 7ABa?y? « B2yfle,
qui donne ainsi une série indéfinie de solutions de I’équation
AX? « BY® « AP = U,

(*) Dans une note de Feryar relative & une question de Bachet de Mésiriac on lit {o1oruAN-
T1 | ALEXANDRINI || ARITHMET(COR VX [| LIBRI SEX, elc., page 138, lig. 12-17):

¢ 72 autem pateat quastionis tertie determinationem non esse legitimam. datls duoe
» bus cubls 8. &0 L. inueniondi allf duo quorum diffsrentia aquet differentiam dato-
s rum, JSand DBuachelus impossidilem hane quarstionom pronuntiaret , cubl tamen duo
» per nostram methodum inuent! sunt soquontes guorum nempe differentin aquatur

> T, differentin 8,40 4. cubl antem 1t duo, sunt -2% T s: @%5. latera ipsorum
1365 b i!SG' »

183 "' 188

M. Brassinne traduit ce passage ainsi (MEMOTRES | DE || 1'ACADEMIE IMPRRTALE || DES SCIENCES, {| IN-
SCRIPTIONS ET BELLES-LETTRES [| DE TOULOUSE, || Quatridme Série. || TonE 1, etc. , page 7 , lig.

J—40. — PRECIS|| 088 | ®UVAES MATHEMATIQUES | DE P, FERMAT | ET DE L’ARITHMETIQUE DE DIO-
PHANTE; (| PAR B. DRASSINGE, etc., page 71, lig. 3—10):

¢ Mais pour gu'tl sott dvident que la détermination de
* la troisidme quastion n' est pas Udgitime + dtant donnds
s deux cubss 8 ot 4, il faut an trouver deux autres dont
s la diffirence dgale la difflrence des cubes donndsy certai-
3 noment Bachet affirmoralt gue celte question est impor-
3 2ibley cependant les deux cubes trouvds par notre méthods,
s dont la différence dgale 1 ou 8 — A, sont les suivants :

]

»

209428362% doo 1994388246 »
6128487 f4984871 °*

(**) THEORIE § DES NOMBRES, || TROISIRME EPITION,|[PAR ADRIEN-MARIE t.acr:nnnn.l‘mm 1. |

PARIS, | GREZ FIRMIN DIDOT FRERFS, LIBRAIRES, || RUE JacoB, N° 24. || 1830, page 118, lig. 24--28,
page 119, lig. 1~35, '

[!

{

Y
1.




( 54 )
Cette identité donne, en particulier, celle que M. Cataax a déduite de 1'é-
quation de la toroide (*).

§ 3.

Nous ne nons occuperons que de la seconde partie de la théorie des nombres
congruents, c'est~a—dire, en remplagant, dans le systdme fondamental, les incon-
nues rationnelles pur des inconnues entitres, que de la résolution des équations

(1) e a=u’, 2rar=y,
dans les cas particuliers de a =5 et de @ =6, en faisant remarquer que les
solutions donndes jusqu'ici sont incomplites. La résolution de ce systéme revient
a trouver, ainsi qu'on disait autrefois, les carrés congrus au nombre congruent
a, el revient aussi a la résolution de P’équation biquadratique
x% -~ ¥yt =2,

Si aucune des inconnues n'est divisible par 5, on déduit par le théorbme de
Fermat, la congruence

1 ~a" == 1 (mod. ),
et par suite, puisque a® -3 n'est jamais divisible par s,

a == 9, { (mod. g); |
St le second membre de I'équation précédente est divisible par 5, on arrive
au méme résultat; si @ est divisible par 5, on déduit encore du systéme pro-
posé le mémne résultat, On a donc ce théortme :

Tout nombre terminé par 32, 3, 1 ou 8 ne peut étre congruent, si les carrés
congrus doivent étre des nombres entiers.

C'est pour cette raison que dans les tables des mathématiciens arabes, on ne
trouve aucun nombre congruent terminé par 'un des chiffres cités ci~dessus.

Par suite, si l'on a, dans le systéme (1)

a =+ 2 (mod. 8),

il en résulte que l'inconnue y est nécessairement un multiple de s.
L’arithmétique supérieure ne donne aucune méthode complite pour la résolution
des équations biquadratiques. Cependant Feruar a indiqué le moyen de tronver
des valeurs rationnelles de x et » en nombre indéfini, satisfaisant a I'équation
Ax* 4+ Bx® + Cx’+ Dz + E = 5,
dans I'un des trois cas suivants :

(*) NOUVELLE || CORRESPONDANCE || MATHEMATIQUE || PUBLIEE PAR | rUGENE CaTALAN, elc, BT
PAUL BIANSION, elc. TOME PREMIER. {| MONS || HEGTOR MANCEAUX , IMPRIMEUR-EDITEUR, || Rue des
Fripiers, 4; Grand'Rue, 7 || 1875, page 132, lig. 25—36, note (2), QUATRIEME LIVRAISON. - Map 1872,

T .
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17 Lorsque le coefficient A est dgal & un carrd parfaits
2 Lorsque le coefficient E est égal & un carré parfait;
32 Lorsque T'on connalt une premibre solution de I'équation proposée (¥).
On déduit de ce procédé que si x,y, z désignent trois nombres entiers sa-
tisfaisant & P'équation

<

2t + ax’y® + byt = 2%,
on obtient une nouvelle solution (X, Y, Z), et par suite une série indéfinie de
solutions nouvelles & I'nide des formules

Xaxt-byt, Y=2xys, L=z —(a* -4 bl yh,
Les formules précédentes, que I'on doit & Lrsescur (**), s'appliquent dvidemment
au cas particulier de I'éguation fondamentale
xt - a2yt = 37,
déduite de la théorie des nombres congruents. Ces formules s’ obtiennent im-

médiatement par le procédé de Feamar, bien que Lessscue assure les avoir trou-
vées par une voie différente (***),

§ 4.

Feryar a donné encore un procédé remarquable pour démontrer I'impossibi-
lité de certaines équations indétermindes. Cetle méthode consiste & exprimer les
indéterminées des équations proposées, en fonctions entitres d'indétermindes plus
petites, qui doivent elles-mémes satisfaire & des équations de méme forme que
les équations proposées , et comme on peut raisonner de méme sur cette se-
conde solution, et que d'ailleurs il y a une limite & la décroissance des nom-
bres entiers, on en conclut avec certitude Vimpossibilité de I'existence d’une pre-
mitre solution. C'est ainsi que Ferwar a démontré que la différence de deux
nombres hicarrés ne peut jamais étre égale & un carrd parfait; ou, en d’autres
termes, qu'un nombre carré ne peut étre un nombre congruent (3°*),

() DIOPHANTY || ALEXANDRINT || ARITHMETICORUM || LIBRT 8EX, efc. DOCTRINZ [| ANALYTICH || IN-
VENTVH. [| Collectum & R. P. Jacobo de Billy 8. J. Sacerdote ex varijs Epistolis | quas ad ewm
diversis lemporibus misit D. P, de Fermat |} Smator Tolmanus, page 30, lig. 1—83, ~ THEO-
RIE || pES NOMBRES. || TROISIEME EDITION. || Par ADRIEN-MARIE LEGENDRE. | TOME I Il ARS8 , etc.
1830, pages 123—1%4, pago 115, lig. 1—4. '

(**) 10URNAL Q OE f| MATREMATIQUES, 8lc. OU || RECURIL, ete. Pablié | pak yosern LIOUVILLE, elc.
TOME XVIIl, ~ ANNEE 4853 (| aR1s, || MALLET BACHELIER, ele. 1883, page 84, lig. 24—26, Mans 4853,

(***) 30URNAL || DB || MATHENATIQUES, etc. OU || RECUEIL, ete, Puablié | paAr rosery LIOUVILLE,
etc. TOME Xviri, — ANNEE 1843, efc., page 84, Jig. 21—26, pages 85--86.

(****) DIOPHANTI | ALEXANDRINI (| ARITHMETIGORUM || LIBRT SEX, etc., page 338, lig. 4648, page
339, lig. 1—22. — MEMOIRES {| DE || L’ACADEMIE IMPERTALE [ pBES BCIENCES, cte.’ pE TOvLOUSE. || Qua-
tritme 8érie. § ToMr w1, ele., page 437, lig. 11—33, page 428, lig. 1—~16. — pricIS || DBE ®UVRES
MATHEMATIQUES || DE P. FBAMAT, efc. PAR E. BRASSINNG, etc., page 197, lig. 11—33, page 128, lig.
=416, »- TARORIE [| DBS NOMBRES. || TROYSIEME #DITION. || PAR ADRIEN-MARIE LEGENDRE. ] Tome 11,
ett,, pages 1=-3, page 4, lig, 1«88, — NOVF ELUX M ANOIRRS B oE || .’ AGADEMIE ROVALS || DES sOIRN-
CES ET BELLES-LETTRES. || ANNEE MDCCLXXVIL. || AVEC L'HISTOIRE POUR LA MEME ANNEE. || 4 BER-
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Nous ferons cependant observer que M. Genoccm attribue le principe méme
de celte démonstration, 2 Campanus pe Novare mathématicien du siscle de Lgo-
nanp g Puse (7).

Cette méthode de démonstration, que Fenmar considérait comme une de ses
découvertes les plus 1mpm'tantes, et les plus difficiles, est, d'aprés Lacrance ,
une des plus fécondes de la théorie des nombres (**), et surtout dans celle des
nombres entievs. Elle a £té développée, et appliquée par Euuer (***), Licen-~
pRE (***%), Lessune~Dimwoner (****®), Leseseve (***%%¥), 3 la démonstration de
Vimpossibilité d'un certain nombre d'équations indétermindes du troisitme, du qua-

e -

LN, [l Imprimé chez GEORGE JACQUES DECKER, Imprimeur dn Roi. || MpcoLxx1x, puge 140, lig. 5—22.
— (BUVRES [| DE LAGRANGE, || PUBLIZES PAR LES 8OINS || DE M. J.-A. SERRET, &lc. TOME QUATRIEME. ||
PARIS, {| GAUTHIER-VILLARS, ¢lc. MDCCCLXIX, page 377, lig. 6—24, page 378, lig. 4 —2. — AnNALL {j
DI SCIENZE | MATEMATICHE E FISICHE, elc. T0k0 SESTO, ¢ic., page 305, lig. 16—32, page 306, lig.
1—143, — 80PRA |} TRE SCRITTI INEDITI [| DI J'LRONARDO PISANO, elC. NOT'E ANALLITICHE, olC., page
03, lig. 10—32, page 94, lig. 1—13.

{*) Dans le travail de M. Genoechi intitulé « sopPRA {| TRE SCRITTI INEDITI || DI LEONARDO pI-
» SANO, elc. NOT'E ANALITICHE », ecC, on lit en effet (ANNALI[| DI SCIENZE || MATEMATICHE E Flv
SICHE || COMPILATY || DA {| BARNABA TORTOLINI, efc. Zowo SESTO, elc., page 306, lig. 1417, 3g—24.

~ 8OPAA || TRE SCRITTI INEDITE ] D1 || LEONARDO PISANO, elc. NOTE Jﬂdu‘rlc'}lﬁ, elc. , page 94 .
lig. 14~17, 32-—34):

¢ Ma o m'inganno a purtito, o questo melodo gquale appunto
» & deseritto da Legendre fu applicato sache da ua geometra
» itallano del secolo stesso In cul vigse Leonardo ¥Plhonaeet ,
s dal novarese Cempavo, primo commentator d'Euclide 2,

s 4 ¥, Titabosehi, Storia detin letivraiura dlallania , tom. 1V, Lib, I,
a Cap, 1. Il commonto del OQampano fu stampuio per la ptlna rolta &
» Yenuh nel 1482, 2

M. Genocchi rapporte ensuite quelques passages du commentaire de Campanus de Novare sur les
éléments d’'Euclide qoi prouvent que ce géombire avait fait une application trés-remarquable de ce
principe (AXNALY {| Dt SCIENZE || MATEMATICHE E FISICHE, ¢lc. 70Mr0 s&sTO, etc,, page 306, lig. 47122,
page 307, page 308, lig. 1—145, 22. — SOPRA | TRE SCRITTI INEDITL[| DI LEONARDO PISANO, efc.
NOTE ANALITICHE, efc., page 94, lig. 17~-2%, page 05, page 06, lig. 4—158, 22

(**) NoUVP EAUX MEMOLRES || DE [} L'ACADEMIE ROVALC || DES SCIENCES ET BELLES-LETTAES, || 4¥-
NER speetxxv iy, cte. page 140, lig. 23—28. — quvass | DE LAGRANGE, olc. TOME QUATRIEME,
etc., page 378, lig. 3—8.

{(***) Vollstindige |} Anleitung i zur {§ Algebra || von || Hran. Leonbhard Buler, || Zweyter Theil || von
Auflosung algebraischer Gleichungen |l und der unbestimmtien Analytic. || St. Fetersburg || gedruckt
bey der Kays. Acad. der Wissenschafien 4770, page 418, lig. ©—19, pages 419—437, page 438, lig.
{8, — ELEMENS | D'ALGRBRE || PAr || 2. LEONHARD EULER, elc. TOME SECOND. eiC. 4 LIoN,
clc. MDCC.LXXIV, ele., page 202, page 203, lig. 4-—9. — NoUrz4vX MEMOIRES | DE 1L ACADE-
MIE ROYALE || DES SCIENCES ET BELLES LETYTRES. || /¥NEE MDCCLXXVIL , ele. , page 140, hg. 28 ,
page $41, lig. 1—7. — ®UVRES || DK LAGRANGE, ¢lc. TOME QUATRIEME, elc,, page 378, lig. 512,

{(****) THEORIE [| DES NOMBDAES, || TROISIEME EDITiON. || PAR ADRIEN-MARIE LEGEDDRE. [} TOME 11,
etc., pages 1—i12,

(““') « Mémoire sur I'impossibilité de quelques éqnations || indéterminées du cinquidme degré. |

» (Bar Mr. Lejeune Dirichlet, professcur en mathémaliques.) [ Lu & 1'académie royale dessciences ,

» (institut de France)y le 11. Juillet 1825, par I'autenr » (Journal {| fiir die [l reine und angewandte
Mathematik, ete. Dritter Band, etc. 1828, pages 354378, 4 Hefl).

(*+949%) « RESOLUTION UES EQUATIONS BIQUADRATIQUES|| (1) (8) 52 o= &b wr 8 ¢, (3) 57 @m o
n = g, (4) {8) 3 53 == 2b w ;[ PAR M. LEBESGUE, (| Professeur & ia Paculté des Sciences de Bor-
» deaux » (JOURNAL || DE || MATHEMATIQUES, eic. oU [| RECUEIL, etc, Publié [| PAR JOSERE LIOUVIIAE,
efe. TOME XVill. — ANNEZE 41853, pages 73—86. ‘
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tritme et du cinquidme degré. Je me pro)pose de faire voir que cette méthode
peut s'appliquer non-seulement 2 la démonstration de limpossibilité de certai-
nes ¢quations indétermindes, mais peut avssi servir & la résolution de ces équa-
tions lorsque celles—ci sont possibles, Cette méthode avait été appliquée seu-
lement, je pense, & la résolution complite des équations biquadratiques

Z-gplmaz®, xbigyiag?,
donnée par Laonaxce et Lesescve (%) Je prendrai, pour exemples , quelques
unes des équations de la théorie des nombres congruents,

§ 5.
J'étudierai d'abord le systéme
(1) .‘L‘amﬁ.}’aﬂuz, .‘L‘a+6j’==9=, |
qui a €té considéré par Feamar, sous une autre forme, ainsi que nous le ver-
rons plus loin. On tire de la seconde équation en supposant v + 2= divisible
par 3, ce qui ne nuit pas & la généralite de la solution, puisque 1'on peut
laisser indéterminé le signe des inconnues,
r=ers, x=3r-gss, ou ry=ers, xo=eri-s;
en portant ces valeurs dans la premidre équation, on en déduit I'une ou Fautre
des suivantes
(2) 0rt— 3615+ 454 -y, 36 #t —36 r* 5% + 54 =2,
La seconde de ces équations peut s’écrire sous la forme
Br'—3s)ess=u,
et donne par la décomposition en facteurs,
B or-sstsu=wgpl, or-s3sfsu=sagl, sepg.
Presier cas. — En prenant les sigues inférieurs dans le second membre des
équations précédentes, nous obtenons par addition
P-gNeg -p)=or,
et par suite, en ne tenant pas compte des décompositions impossibles suivant
le module 3, .. . o
d'od Ton tire A A
qa_egﬁghﬁ, q3+sggapz’
systéme identique au systeme proposé. Ainsi d’une solution quelconque x, », u, v
du systéme proposé, on déduit une série indéfinie de solution§ nouvelles, au mo-
yen des formules

(*) €« SUR || QUBLQUES PROBLEMES DB L’ANALYSE DE | prormanzr (Lu le 20 Mars 1777) ||
» PAR M. DB LA GRANGE » (NOUV&AUX MEMOIRES || DE || L'ACADEMIE ROYALE [l pE8 scCIENCES ET
BELLES LETTRES, || 4¥NER MDCOLXXV1I, ele. , pages 140—184, — GUVRES [[ DE LAGRANGE, elc.
TOMR QUATRIEME, el¢., pages 377—308). ~ yoURNAL [j DE [| MATHEMATIQUES, ete. OU || RECUELL, etc.
Publié | pAR 108EPH LIOUVILLE, etc. TOME XV, — ANNEE 1983, pages 73—86.
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(A}  X=ouly'-v2®, Veouy'+v'a®, Usvi-xi, Y=sxyuw.
On déduit, per exemple, de la solution immédiate
X =8, y=12, Uwmi, =17,
indiquéde par Fisonacer (*), la solution nouvelle

(*} TRE sCrrvTY INEDITI [ DI | LEOKARDO PIsANG, etc. page 80, lig. 47—22. — ovpyscoul || o1 ||
LEONARDO PISANO, ¢lc., page 90, lig. 45—~20. ~ sCAITTI | DI || LEONARDO PISAKO,cle. VOL. 11, elc.,
page 269, Hg. 6—10. — ANNALL{ DI SCIENZE || MATEMATIGHE £ FISICHE , ele. To¥o s&sTo, ete.,
page 878, lig, 20-~23. ~ SOPRA || TRE RCRITTY INEDITI || BI LEONARDO PISANO, ofC. NOTE ANALITI-
cHE | p1 ANGELO cENoOGCHI, etc. , page 66, lig. 2023, — Fihonacci énonce le théoréme suivant
{THE SCRITTE INEDITI || DI | LEONARDO PISANO, elc., page 80, lig. 16-—~20. — opuscoL! || pI || LEONARDO
PISANO, ete., page 80, lig. $6-~20. — scarrTTi ] p1 || LEOXARDO PISANO, elc VOLUME 11, efc., page
264, lig. 48—24):

¢ 8i duo numeri primi componantur ad se jouicem, fecee > peruumerum in quo maior sumerns excedit minorem, egre-
» rilque compotitas ex iis sumerum parem, si solidus aume. 3 dietor numerns, cuins vigetima quartd pars erit integen ».
» rus, qoi At ab ipsis et oh corum composito, multiplicetur

It rapg;llq ensnite le méme théordme cn disant (Tre scriTTE y8EDITL [l DIl LEONARDO PISANO, alcC.,
page 92, lig. 27-88, page 93, lig. 4. — opuscoL! | b1 || LEONARDO PISANO, etc., page 92, lig. 24—925,
page 03, lig. 1. — scmiTrr il 1 | LEONARDO PISANO, elc. VOLUME 11, elc., page 270, lig. 11—12):

¢ unde euinslibat congrul
s vigesima quarts pars est integrs, ul superius ostensum
y ost s,

M. GENOCCHY ( COMPTERS RENDUS || BEBDOMADAIRES || DES SEANCES || DE .’ ACADEMIE DES S8CIENCES,
elc. TOME QUARANTIEME, [| SANVIER-JUIN 48385, || parts, elc. 1855, page 777, lig. 4—12, No 14,
SKANCE DU LUNDI 8 AVRIL {8538, ~— INSTITUT IMPERIAL DE FRANCE. (| ACADEMIE DES SCIENGES.||
Extrait des Comptes rendus des séances de U' Académie des Sciences, tome XL, § séance du 2
avril 1858. || Remargues sur quelgues poinls énléressants des ouvrages de Froonaccr [j découverts et pu-
bliés vécemment par M. LE PRINCE BONCOMPAGST [| Communiquées par ., crastes (In 4,0, de 40 pages,
dans la 1020 desquelies, numérotée 10, on lit: « PARIS, — [MPRIMERIE DE MALLET-BACHELIER, || tue du
» Jardinet, 12 »), page, lig. 2731, page 3, lig. {7, ~ ANNAL1|| 0T SCIENZE || MATEMATICHE E FISICHE,
etc. ToM0 SESTO, eic., page 119, lig. 3--9, 34, smarzo 1853, page 274, lig. 1722, 36--29, LucLio 1885,
=~ INTORNO || A TRE SCRITTE INEDITL || DI LEONARDO PISANO, elc. NOTA || DI f| ANGELO GENOGCHI ||
ROMA, etc. 1883 (In 8.2, de 8 pages, dans la huititme desquelles (lig. 10—12) on lit: « Estralic da-
» gii Annali di Sciense | Matematiche e Fisiche pubblicati in Roma || Marso 1854 »), page 7, lig. 3—
9, 34, — SOPRA||TRE SCRITTL INEDITI||DI LEONARDO PISANO, 8tC. NOT'E ANALITICHE || DI ANGELO GE-
NOCCHI, elc., page 62, lig. 17—23, 26-—20) a montré I'analogie de ce théordme, avec une proposition
démontrée en 1830 par Pigane Lenragric, né le 9 février 4703 (NOUVELLES ANNALES || DE || MATHEMA-
TIQUES. I JOURNAL, 6t¢, REDIGE || Par M. Terquem, elc., ET [ M. Gerono, ctc. 7ou s ¥EUVIEusE, elc,,
PARIS, [| PACHELIER , clc. 1830, page 421, lig. 6—7, novEnesre 1850}, mort le 19 novembre 1849
(NOUVELLES ANNALES || O | MATHEMATIQUES. [| JOURNAL, ¢te. nevicE (] Par M. Terquem, ete. ET ||
M. Gerono, ete, roMe NEUF £ a8, elc., page 425, lig. 23—24), c'est-d-dire,-que le produit ad (e
4 b){a — b) est toujours divisible par 8 (ANNALES]|DE||MATHEMATIQUES||PURES ET APPLIQUEES.||RECUEIL
PERIODIQUE, || a¥pIct ¥T PUBLIE [ Par J. D, GERGONNE, efo. TOME VINGTIEME || A Nusxes, elc, 1839
ET isao.}mge 370, numérotée erronément 376, lig. 20—24, page 380, lig. 1—28) (*), et avec une pro-
osition demontrée par FagNICLE (TRAVTE [| DES || TRIANGLES RECTANGLES [l EX NOMBRES, efc,, Par

onsienr FrENICLE, etC., page 76, lig. 11—24, page 77, lig. 1—2, 16—21, page 78, lig. 115, page
79, psge 80, lig, 1—12, PROPOSITION XXVI, PROPOSITION XXVIIT, PROPOSITION XXIX . «TRAITE || DES [}

(*) Questa propasizione ¥ anehe dimostrata dul Frenicle (yaaivé}[pes|raianonLes avcravoues || &N wousnes, ece. Par
Mousisur FrENICLY, ole., psg. 80, lin, 13--21, pag. 84, lin. 1—9, vaovosiTion XXIX. <= « TaAVTE [ Dus || TRIANGLYS
s RRCTANGLESN || N Nomsnes || Par M. FRENICLE », occ. (RReURSL||DE PLUSIEURS TaAITRI|jDR MATHEMATIQUE, eto.), gzs
20, Hn. 35—40, pag, 24, o, 4—4,—memornes || D || L'acavéntz || RovaLs || oxs sciznces. || Depuis {686. jusqu's 1669 ||
TOME V, ece., pag. 195, lin. 4—1f. — nE80%UPION | ece. PAR M. BLONDEL , cec. BT OUVRAGES, cd. DY M. FRENICLE,
vee., poys 8082, numerats 123, lin, L—90) che la envucia cost (TrarTy [ o83 [| ¥ataNGLEs nvcyancLEs|| v Komsaks, ecc.
Par Monsicur FRENICLR, ¢cesy pag, 80, 1in, 18-15, — ¢ TAAIZY DES TRIANOLES MECTANGLES 2, ¢cC. (REGUELL DE DIVERS
TRAITES, oce. , pig. 80, lin, 85--86), — mimornea|inefjL’ scanEnit | xovare || pEs scismces. || Depuis $666. jusqu'd
1699 | romx v, occ., pig. 185, lin, 4—8, ~— RESOLUTION, ece, PAR M. BLONDEL, ¢cC. EY OUVBAGES, ¢ce. DE M. PAFe
NICLE; ¢cey, l”s- 805 » uumevata !35. “m ..""8)3

« PROPOSITION XXX,

s L'alre do oot triaugle restacgle
» o8t mesurde mnu..""
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T=40t, yed, W=tist, v=i349,

et ainsi de suite indéfiniment.

Sgconp Cas. — Prenons maintenant les signes superieurs dans les équations (3),
nous obtenons I'équation

pteap'g*vagi =g r,
que nous pouvons écrire sous la forme suivante
P+ qNp" +2g7) = er?;
nous en déduisons, puisque les factenrs du premier membre n'ont ancun diviseur
commu
p*+q=2g, pregi=ak?, regh;
c'est d'ailleurs la seule décomposition possible, ainsi yu'il est facile de le voir.
On tire de la premidre des trois équations précédentes .
p=a'-b+2ab, g=a’-b'-3ab, g=a'+b*,
et si l'on porte ces valeurs dans la seconde de ces dquations, on a la condition
(4) 3(ad +b% « 34’ b)) ~sab (a* -b?) =3 B,
L’ dquation précédente montre que le produit ab (@’ ~&’) est divisible par 3;
mais @ et b sont premiers entre eux, et ¥l'équation (1) ne change pas en rem-
plagant a et b par a + b et a—b; on peut donc, & cause de la symdtrie, rem-
placer b par 3b, et ainsi I'éqnation (4) devient |
(a* - 2ab - 9 b + 33 @’V = 1*,

On en déduit, par la décomposition en facteurs,

he@~sab-0bY) w20, hw(@-2ab-9b)==16d", ab=cd;
la soustraction des équations préeédentes donne

a'~2ab-ob' == (*~sd),
Posons maintenant, 3 cause de ab =cd,
¢ =ma, b=md;

» TRIANGLES RECTANGLES | EN NOomsaES || Par M. FRENIGLE », etc. (RECUEIL||DE PLUSIEURS TRATTEZ||
PE MATHEMATIQUE, etc.), page 10, lig. 42—49, page 20, lig. 9—16, 80~~34, — MEMOIRES | PE | £'ACA-
DEMIE|{ROY ALE]|DES sciENcES, || Depuis 1668, jusqu'a 1699 | TomE v, ete., page 123, Jig. 1—0, 182,
page 124, lig. 1—4, 8—387, — RESOLUTION, efc. PAR M. BLONDEL, ele, ET OUVRAGES, ¢fc, DE M, FRE-
NICLE, efc., page 3030, numérotée 123, lig. 1—4, 8—28, page 304¢, numérotée 124, lig. -4, 827 ~
ANNALES || DE {| MATHEMATIQUERS || PURES BT APPLIQUEES. || RECUEIL PERIODIQUE, || REDIGE BT PURLIE, ||
Par 3. p. GERGONRE, elc. TOME VINGT-UNIEME||A NISMES, || DE L IMPRIMERIE DE P, DURARD, 6lc. 1810
ET 4834, page 97, lig. 16, page 98, lig. 1—17), c'est-d-dire, que dans un triangle rectangle, 42 'un des
odtésde l'amgle droit doit dire divisible par 4, 2.0 I'un des cdtés de 'angle droit doit dtre divisiblo
Bar 3; 3.° 'on des trois cdtés doit dtre divisible par 5. Cetle proposition fut auesi énoncée par M.

OINSOT (COMPTES RERDUS || HEBDOMADAYRES [| DES S8EANCES || DE L ACADEMIE DES SCIENCES, ele, 70-
ME VISGT-HUITIEME. || JA¥VIBR-3UIN 4849, | PARIS, {| BACHELIER, olc. W849, poge 582, lig. 35, page
583, lig. 1—0, N° 40, skance pv LuNpl 7 Mat 4849), qui l'appela (COMPTES RENDUS {| HEBDOMADAL-
RES || DBS SEANCES [| BE L'ACADEMIE DES SCIENCES, 6lC. TOME VINGT-HUI-TIEME [| JANVIER-JUIN 1849,
ete., page 582, lig, 33—34): « théordme nonveau » quoique Faenscry Vefit donnd dans son TamiTE
DES TRIANGLES RECTANGLES, publié en 1670. — M. Binet démonira aussi cette proposition dans la
séance du 4 juin 1849 de 'Académie des Sciences ( COMPTES RENDUS[| HEBDOMADAIRES [| DS sEAN-
CEs || DE L'ACADEMIE DES SCIENCES, elc. TOME VINGT-HUITIEME [| SANVIER-JUIR 1849, ele., page 686,
page 687, lig. 1—13, N* 43, s¥aANCE DU LUNDI 4 JUIN 1840)
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nous ohtenons par I'élimination de & et de d les équations quadratiques en m
a’ -2 adm -9 d'm’ = = (m*a® -8 d’).

Nous exprimerons que la valenr de m tirée de ces équations est rationnelle, et
nous aurons, en prenaut le signe inférieur, la condition

18a°d — at - 12 dh= H°,
impossible suivant le module 3, puisque a n'est pas divisible par 3; nous ob-
tenuns, au contraire, en prenant le signe supérieur dans I'dquation en m, la
condition

et va’d’ + 13 di =1,

et, pour m, la valeur
ad = H

BETOL
Cette dernitre équation de condition peut s'derire
| (@*+9d) - odia
et donne par la décomposition en facteurs
a+iad=e", a'vod'=ff, Heef;
cette décomposition nous conduit facilement au systtme
f’-—ed"ua“, f’*ﬂd’me’,
identique avec le systtme proposé,
Par conséquent, d’une solution quelconque x,y, %, v du systeme proposé
. x-ey*=u’, 2'+or'=y",
on déduira deux solutions nouvelles au moyen des formules suivantes, dans les—

quelles X, Y, U, V désignent les nouvelles valeurs des inconnues, et m, n, r, s
des quantités auxiliaires :

me gy £0x ,
n=u'+9y,
r = (miy' +n’2) (8 n’y* +m),
s = (9 m’y* + 6 muwy —n's?) (0 m’y* - cmnuy -n's’),
X=ort-s,
V=tr®ses?,
Y=2ars,
U= (nu? = m%® + 2 mauy)t — 3(n?u’ — m’y* = o mnuey)S,
Ainsi la solution immédiate
X=8, y=2, uU=i, =i,

donne, en prenant, dans la valeur de m, le signe supérieur

X = 9630808 , V = 10113607 ,

Y = 77170488 , - U = 4310909 ;

(B)
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¢'est-a—dire
(2030808)" —~ 6 (Tr70485)° == (4319000)° ,
(2639803)* + 6 (7770488)" = (10143607)>.
Remarque 1. - Nous n'avons jusquaprésent considéré que la seconde des
équations (3) quant a la premitre, on peut I'dcrire sous la forme
(37" — 6 5")" = u® + 2 (2 9)4,
On cn déduit, par la décomposition en facteurs,
3r'-os'euazapl, 3rl-gslwzu==(@g)t, s=pg,
et par suite, en ajoutant les deux premitres
3rt =0 p'g* = (pi + 8 g9,
équation impossible suivant le module 8; on n'a donc aucune solution nou-
velle. Par conséquent les formules (A) et (B) résolvent complétement les équations
proposees,

Remarque 11. - Le systtme précédent peut encore s'obtenir par la résoln-
tion du probleme suivant :
Trouver trois carrds en progression arithmetique dont la raison soit égale
aw sextuple d'un carré. Cette remarque s'applique aussi bien aux dquations
fondamentales concernant un nombre congruent « différent de 6, et I'on peut
énoncer la proposition suivanie s
Ll est impossible de trouver trois carrés en progression arithmetique dont
la raison soit egale & un carré, au double d'un carré ou au triple d'un carré.
Remarque 1ll. — Le systtme considéré résout encore I'une oun I'autre des deux
équations biquadratiques
ab-3yt=z?, 2i-pl=g,

et, par suite, on en déduit aisément que les deux équations biquadratiques
xt-wri=2zt, ai-yl=auszl,

sont, prises séparément, impossibles i résoudre en nombres entiers ou rationnels.

s 6'
J'étudierai en second lien le systtme suivant
(1) -sy'=ut, a+55'=+",

qui a été consideéré par Ltonarp pe Pise (*), par Lucas Paciors (**), par Evien **%),

(*) TRE SCRIT'FI INEDITI [| DI LEONARDO PrsaNo, etc., page 96, lig. 1—13. — oruscoLt [} b1 ||
LEONARDO PISANO, elc., page 96, lig. 4—16. — scuiTTI || OI | LEONARDO PISANO, efe. vou.lI, ete.,
page 274, lig. 27—38. -~ ANNALI[ DI SCIENZE || MATEMATICHE E FISICHE, elC. TOMO SBSTO, sic.,
page 145, lig. 926, page 146, page 147, lig. 1—~3, page 289, lig. 17—87, page 290, lig. 1—6. —
INTORNO [| ALLA RISOLUZIONE [| DELLE [| EQUAZIONT SIMULTANEE [| 2+ h ==y, 2% — A =33, || NOTA ||
DY BALDASSARRE BONCOMPAGNI, efc, noMa, ele, 1855, elc., page 13, lig. 9—26, page 14, pag. 15,
lig. 4—3. — S0PRA TRE SCRITT! INEDITI || DI LEONARDO PISANO, elc. NOTE ANALITICHE || DU AN~
GELO GENOCCHI, elc., page 77, lig. 47—21, page 18, lig. 1—a. .

(**) Sims de Arithmetica, etc., feuillet 23%me, numéroté 16, reclo, lig. g—4. — Summa de || A-
ritlhmetica, ete., feoillet 23tme, noméroté 18, lig. 2—A4.

{***) Volistindige | Anleitung || zur |} Algebra |l von || Heu. Leonhard Ruler. | Zweyter Theil, etc.

-—-
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et plus récemment par MM. Couuins (*) et Genoccur (**); mais la résolution est
restée incomplite.

On arrive encore au systdme précédent, par le probléme suivant :

Trouver trois carrés en progression arithmétique dont la raison soit égale
aw quintuple d'un carré.

On peut supposer d'abord que les inconnues x, 7, w, v sont des nombres
premiers entre eux; on déduit, dela premidre équation du systéme, que I'inconnue x
est un nombre impair, et de la seconde que ¢ est aussi un nombre impair; il en
résulte que ¥ est un nombre pair. On peut donc poser, d’aprs la premitre équation

rx-u=0r, x+u=3s, yeirs,
r et s désignant deux mombres premiers entre eux; on en déduit
x=prt+ s,
et en portant cette valeur et celle de  dans la seconde équation du systéme
proposé, on a I'équation
a8 r + 30 r’s° 4 st ¢?;
la décomposition en facteurs nous donne
sr2+3s’wpmnpl, 81 +30xveag', s=pg,
p et g désignant deux nombres premiers entre eux. L’addition des deux pre-
mitres des trois formules précédentes donne ensuite , en remplacant s par sa
valeur :
. pt-3p’q +2qt =51
Mais cette éguation peut se mettre sous la forme
" =N ~2q7) =87,

et si 1' on observe que les deux facteurs du premier membre de cette équa.
tion sont premiers entre eux, on en conclut l'une on I'autre des deux hypo-
thises possibles .
P -q =58, {P’“‘?'”“W’:
p'-s gt =h?; p-2q*=—k*;
quant aux décompositions suivantes

P-9" =8 pP-q=-g,

p'-2g" =8 h®, p-eq*=—3sk*,

A e

page 489, lig. 4=~8. — BL2aens [| 0'ALGRBRE [| P4R|| M. LEONHARD BRULER, elc. TOME SECOND,
elc., page 294, lig. 3==7. = ELEMENS || D'ALGEBRE, [} PAR LEONARD EULER, elc. TOME SECOND, etc.,
page 248, lig. 6--13,

(") A TRACT {| ON THE POSSIBLE AND IMPOSSIBLE CASES OF || QUADRATIC DUPLICATE EQUALL-
TIES, efc. BY MATTHEW COLLINS, etc., page O, lig. 34—48, page 7, lig. 1-—43.

(**) ANNAULL{] DY SOIENZE (| MATEMATICHE E FISICHE || COMPILATE || DA || BARNABA TORTOLINI,
otc. Toao sESTO, etc., page 289, lig. 17—97, page 200, lig. 17, LUGLIO 1885, — 80PRA TRE SCRITTI
INEDITY, etc. NOT'8 4NALITICHE [| DI ANGELO GENOCCHI, etC., page 77, lig. 1727, page 78, lig. t—4.

8
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elles sont évidemment impossibles, si l'on prend les iésidus suivant le module s.

La seconde des deux hypothésos possibles conduit au systéme

q’~53'=',0', qa*5ga=h’,
identique au systéme proposé ; et, par conséquent, d’ une premitre  solution
(x, 7, u, v) de ce systéme,on déduira une infinité de solutions, pav les formules
(A)  X=wz'+30Yy*, Uanwzx’-sv’y, Vani-gal, Y =2 zyuv,
Les formules (A) que nous donnons ici ne différent que par la forme de celles
qui ont dté donndes par M. Gexocem & Iendroit cité ci-dessus; mais elles ne
vésolvent pas complélement la question proposée dans le Flos de Liovann pe
Prsg (*). La solution donnée par fe céltbre géomdtrexrems+is!m 3% est la
solution en moindres nombres, ainsi que nous atlons le démontrer; elle se dé-
duit de la premitre hypothise obtenue, dans les décompositions précédentes, qui
conduit au systéme des équations
g+ =p,  sgi-g'=
ce systeme admet la solution immédiate g=1, g =9, p=3, h=1; on ne dé-
duit la premidre solution du systeme proposd
=i, Jr=i2, Uuwd, v m4p

qui coincide avec la solation donnée par Leonarp be Piss.

Mais ce dernier systtme a une infinité d’autres solutions, desquelles on peut
déduire une premitre solution du systdme (1), et, de chacune de ces premitres
solutions, une série indéfinie de nouvelles solutions dn méme systéme.

§ 7.

SUR UN PROBLEME DE BERA-EDDIN.

Je considérerai encore le systme suivant, proposé par P'autenr arabe Beni-
Eopiy, a la fin du traité de calcul, Khélasat al Hisab, dont nous avons parlé

plus haut:
' vxre=ut, = x=gap®; (¥4

(*} « Cvy coram maiestate uestra, gloviosissime |priuceps Fre-|derice , magister Johannes pa-
» normitanus, phylosophus ue-||ster, pisis mecum multa de numris contulisset, interque || duas que-
» stiones, que non minus ad geomelriam quam ad || nimerum pertinent, proposuit, quarum prima
» fuit ut inuc-|nivetur quadratus numerus aliquis, cui addito nel diminuto (| quinario numera, egre-
» diatur ﬁ:ladratus numerus, quem || ecluadratum nuinerum, ut eidem magistro Johanni retull, § inve-
» ni ess¢ hunc numerum, ungecim doas tertias et cond|lesimam quadragesimom quartam unius..
» Cuius numeri ra-||dix est ternarius el quarta et VI. unius. » (TRE SCRITT! ISEDITT |] Dl LEONAR-
RO PISANO, efc.. page 2, lig. 13—25. — oruUscoLl || ot || LEONARDO p1sANO, alc., page 2, lig. 45—95.
— scaiTTl | ot | LEONARDO pisANO, efe. vOLUME 11, elc., page 297, lig, 24-—31).

(**) TRE SCRITTI INEDITI[| DI LEONARDO PISANO, elc., page 96, lig. 212, — opuscoLr’ {| o1 J)
LEONARDO PISANO, efc., page 90, lig. 4—18, ~ SCAITTI [} b1 || LEONARDO PISANO, 6lC, VOLUME II,
etc., page 271, lig- 27—35. — Voyez Ia note (*) de- cette page.

(**') « Sid un carré on ajoute sa racine et 2, si ensuite || de ce méme carré on retranche sa ra-
» cine et 2, alors on || doit pouvoir extraire la racine carré de la somme et du reste » { KHOLACAT
AL HISS4B, [ OU | QUINTESSENCE DU CALCOL | PAR [ BEHA-EDDIN AL AAMOULL, || TRADUNT ET ANNOTE||
PAR{} ARISTIDE MARRE, olc,, paze 34, lig. 11—43. — NOUVELLES ANNALES [| DE [| MATHRMATIQUES, |}
IOURNAL, ctc. Redigé par MM, TERQUEM, ot¢. ET || GERONO, elc. TOME CINQUIEME, elc., page 313, lig.
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nous remplacerons les inconnues rationnelles par des inconnues entiéres, el nous
aurons ainsi :
(1) vy +eyi=u, 2= xy —3y" =",

Le traducteur frangais de l'ouvrage en question avait trouvé seulement laso-
lution x = 17, ¥ = ~15, et en avait conclu, comme le présumait I'auteur ara-
be, que ce problime est difficile a résoudre en nombres entiers et positifs, M.°
Genocer, dans son Commentaire (%), a donné la solution =34, y=15, maisn'a
point donné la solution générale. La méthode que nous proposons ici nous parait
doaner pour la premitre fois, la solution complite du probleme de Beui-Eoppix.

On déduit du systéme (1), dans lequel on peut supposer que les indélermindes
x, ¥, W, v représentent des nombres entiers premiers entre ewx ,

w®+v° =3,

Cette équation peut s'écrire sous la forme

(u + u)’_ U - 0)’ 3 '
w{——] =
2 \ 2 , . |
On doit donc poser, par la formule de résolution des triangles rectaugles en

nombres entiers

w9y U+v
""—"""39"39

epr’—-s', X=r+s,

et par suite
uer-s"+ars, o=r*-s—aprs, r=r + 52,

Si nous portons ces valeurs dans I'dquation obtenue en retranchant membre a
membre les deux équations du systtme proposé, nous obtenons

2+ Xy = ars (1 —5),
et, en résolvant celle équation par rapport & y, nous trouvons

LY
JE—T
t dtant une inconnue donnée par 'équation indéterminée
(2) (rt+ s« s2rs (P -5 =

Ainsi donc, le systtme proposé est ramené a l'équation précédente, qui repré-
seate la mise en équation du probléme suivant :

Prosuéne. — Zrouver en nombres entiers un triangle rectangle tel que laire
du carré de Uhypoténuse augmentée de trente-deux fois Vaire du triangle
soit dgale & un carrd parfait. -

14—16. — KHELASAT AL H18A'B, | OU}|( Essence du calewd), etc., page 83, lig. 44—16). — « Wenn man
» zu einem Quadrat seine Warzel und 2 § addirt, ond darauf seine Wurzel und gwei von demselben |]
» subtrahirt, so soll aus der Summe und dem Reste sich die | Wurzel zichen lassen » (Essenz dor Re-
chenkunst, etc., page 56, lig. 9~ 12),

(*) ANNALL [| DT SCIENZE [| MATEMATICRE E FISICHE {} COMPILATI [| DA || BARNABA TORTOLINI, ete,
TOMO $KeTO, ele., page 303, lig. 3—32, page 304, lig. 4~7. « SOPRA TRE SCRITTI INEDITI, efc,
NOTE ANALITICHE || Dt ANGELO GENOCCHI, efc., page 91, lig. 3-—32, page 98, lig. {—7.
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Nous résoudrons ainsi ce probléme, en méme temps que celui de Beuf—Epnix,
L'équation (2) a pour solution immédiate
r=i, §=9, t=3,
ct le systtme (1) a, par suite, pour solutions
X =82, y=0, U 2, Ve g,
et
L= 2, Jye=~1, U=2, Ve g,
Pour vésoudre I'équation (2), on I'écrit sous la forme
(r? + 16 rs = §3)" = 258 r2%° «p®,
ou encore
(r* +18 rs = s3)* = £ = 288 15",
Mais, si l'on remarque que le polynéme r? + 16 rs ~s*, on le polyndme équi-
valent (r +8s)° - 68 5, n'est pas divisible par 3, on obtient, par la décomposi-
tion en factedrs, I'une ou l'autre des deux hypothdses
Peters—s'etaxig(3p), r+tors~ S'wtax2g’, rsopq;
les signes supéricurs doivent dtre pris simultanément. L'addition des deux pre-
witres équations donne les systtmes indéterminés
(3) Fetors~omx(@p'+¢), rsepg.

Premen cas. — Si nous prenons le signe + dans la premitre éguation, et si
nous posons r =mp et 4 =ms, nous obtenons par P'élimination de r et de ¢
Véquation quadratique

m?(s* ~ p*) 16 mps +e3p® + 5" =0,
la valeur de m doit étre rationnelle; on doit donc avoir, en exprimant que Ia
quantité placée sous le radical, dans la valeur de m,est un carré parfait, I'é-
quation de condition

(0p’=s") (1p* +'8) = V2,
et 'on a,de plus
. p.r =V
T
L'équation de condition est immédiatement satisfaite par les valeurs
P =4, §=1, V=8,

On en tire dans ce cas, mais dans ce cas seulement, puisque le coeflicient de
m?®, dans I'équation qui détermine cette inconnue, s'annule,

me=i,
et par suite :
7'=-'4, S i,

Par conséquent, le triangle rectangle le plus petit, dont les c8tés satisfont au
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problime que nous avons posé ci~dessus, est formé des nombres 4 et 1 ; il a

pour cités
l' 8, 146, 17,
ot I'on a
17 « 38. 60 = 47,

On obtient, & l'aide des mémes valeurs de r et de s, les denx solutions du systeme
de Beai~Enpin qui ont été donndes par M. Genocont (*) & 1'endroit cité,
On déduit de la dernitre équation de condition, le seul systéme

4 9p*-s'=8g", 1p'+s=8hk", Vegh,
et, par voie d'addition et de soustraction,
gp'=g'+h*, p*-s'w=ig-h).
Nous résoudrons la premidre des équations qui précédent, ainsi que nous l'avons
fait ci~dessus, au moyen des formules

p=a‘+dt, gea®-b'-2ab, hewa®-b +2ab,
et en portant ces valeurs dans la seconde équation, on a
(@ +b") +2mab(a" -bY)= s,
nous retombons ainsi sur P'équation (3) qui contient ici des inconnues beaucoup
plus petites. Par conséquent d’une solution quelconque r, s, ¢ de 1'équation
{9 (r* + P R rs(r’ = s &,
on déduit deux séries indéfinies de solutions nouvelles R, S, T, par les for-
mules
m et (P +s") e (pb o sb g 0%,
n=4rs(r’-s’),
(A) Rem (r* + %),
Sent,
T = 638 (r* + s¥) - m,
On a ensuite, pour le systtme proposé -
() xX+ayr+sri=u, 2d-ay-2r’=s,
les formules de résolution
L=+ s
eo—es)wt,
Uwspr'—s+ars,

(B)

por’-gd-aps,

(*) ANNALI [l DI SCIENZE || MATEMATICHE E FISICHE |] COMPILATI || DA | BARNABA rc:\rot.m,' etc.
TOMO SESTO, etc., page 304, lig. 4—3, — SOPRA TRE SCRITTI INEDITI, 610, NOTR SNALITICHE ||
DI ANGELO GENOCCHI, etc., page 92, lig, 4~=3.
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Nous ferons observer que I'on doit commencer le calcul par la suppression des
facteurs communs aux deux inconnues auxiliaives m et u.

Seconn cas. ~ Il nous reste a considdrer le systtme ddduit de I'équation (3)
en prenant les signesinféricurs, On obtient alors I'équation quadratique en m
m’(s” + p*) + 16 mps + s* ~ 63 p* =0,

Si l'on exprime que la valeur de m est rationnelle, on a l'équation de condition

(8~ 1pY)s* +9p°) = V2,
et, de plus, :
~8ps =V
pa - g2
Ou déduit de cette équation de condition, puisque s*+ 9p” ne pent étre le
double d'un carré, le systhme

(s) $-1preg . s+l mh’, Vegh,
qui admet la solution immédiate a
$=od, pemt, g=3, hes;

mais cette sulutmn ne donue pomt de valeurs nouvelles, pour les inconnues
du systéme (1),

Pour rdsondre le systdme (3), on en déduit par soustraction
iﬁp =k - g’ s
et par la décomposition en facteurs,
heg=gu', h-g=8¢, pow;

en portant ces valeurs dans l'une des équations du systéme (), nous obtenons
la nouvelle équation

M e ’

ud — w1000 = 52,
que nous pouvons écrire sous la forme,
(@' + 407 —9u)” @ $?,
et qui donne par la décomposition en facteurs
w+a’eso9z’, e’z sant, Uy = 2w .
On en déduit le systime
'+ 80 =022+ %', wvows.

Pour résoudre ce systéme, nous poserons, ainsi que nous le faisons habituellement

U=mw, Z=mv;

il en résulte Péquation :
gy’ - w'

' 0 '~ g

Pour que la valeur de m tirde de cette dernidre équation soit rationnelle, on
doit poser

- -
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0¢° 2w’ =ac®, sv' = w' =adt,
« désignant le plus grand commun diviseur des deux termes de la valeur de
m® ; mais ou ne peut supposer @ =4, ni «=~7 puisqu'alors les dquations
précédentes sont impossibles, suivant le module 2 ou le module 3; il nous reste
donc le senl systéme

0o’ —sw'are®, 8V -—w'=1d?,
duquel on déduit, par une transformation facile
| od' -~ wi=sge®, 1d +wl=sgo’.
Ce systtme est identique avec celui des formules (4) et contient des inconnues

plus petites. Le probléme de Beni—Eopiv se trouve ainsi résolu complétement.
Nous remarquerons avant de quitter ce sujet, que le systétme (1) peut s’écrire

@r+y)+1yi=4t, (@r-yf-sy =i/

g 8.

SUR LA MULTIPLICATION DES NOMBRES CONGRUBNTS.

Woepcke a traité le probleme de la multiplication des nombres congruents,
dont I'énoncé lui avait été proposé par M. le Prince Bonconracn sous la forme
suivante : « FEtant donné un nombre congruent , trouver un autre nombre
» congrucnt, tel que le produit simple des dewx nombres congruents soit, de
» nouveaw un nombre congruent » (*).

Parmi les divers résultats signalés par Wogpcke pour arriver a la solution
de ce probléeme, je considérerai seulement le suivant: Si le nombre congruent
donné

A =abla" - b,
est formé au moyen des deux nombres @ et b satisfaisant a I'équation biqua-

dratique
. (1) 9at-g20ah-sab~0ab®+obt=c’,
le produit du nombre congruent A par le nombre congruent
A, = ab ] - b)),
dans lequel on suppose ,
a, =d'-4ab-b'+c, b, =2a->b)ea+b)

sera le nombre congruent
A= aabs(a: - b:) *

(*) ANNALT [| O1 MATEMATICA || PURA ED APPLICATA [} PUBBLICATI DA || RARNABA TORTOLINI, ofc.
E Compilati da i| . serrr g Pisa. || . srtoscHI @ Parma, || A ceNoccHI @ Torino- || 8. TORTOLINI
a Roma. |} (In continuagione agli Annali di Scicnze Matemaliche e Fisiche) {| Toso1v. anno 1861. ||
ROM A, elc. 1864, {)ages 247288 N'4. —~SUR LA MULTIPLICATION || DBS NOMBRES CONGRUENTS || LET-
TRE || ADRFSSEE A’ MONSIEUR LE PRINCE DON BALTHASAR BONCOMPAGNY [} PAR M. F, WOEPCKE, [| MEM-
BRE CORAESPONDANT DE L'ACADEMIE PONTIFICALE DES NUO¥! LINCEI! | ROME || TYPOGRAPMIE DES
SCIENCES MATHEMATIQUES ET PRYSIQUES | 4862 (In 4%, de 44 pages).
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dans l'expression duquel
a,=2b(aa+b), by=~3a®+~3ab+3b+c.
Nous ne tenons pas compte, bien entendu, des facteurs quadratiques des nom-
bres congruents (). La méthode que nous avons employde ci-dessus, 8’ ap-

plique encore a la résolution de Iéquation (1), donnde par Woercke. On peut,
en effet, écrire cette équation sous la forme

(9a'~ 10ab-9b") +84 d’b*=9¢?,
et, par suite,
gex(9a~10ab-0bY)=2p’, 3ox(9a’-10ab-9b)=n1¢g’, abepg;
On en déduit

pPP-t1g* =% a®~10ab-90’),
et, si l'on pose, comme ci~dessus
| bemq, p=ma,

on obtient, par I'édlimination de & et de p, deux dquations quadratiques en m.

Pour que la valeur de m tirée de I'une ou I'autre de ces équations soit ration-
nelle, il faut que 'on ait

(2) 13 a’g" = (@' + 11 ¢¥) = 22,
On a aussi dans le premier cas, en prenant le signe +
L ALEN
a+9q
et dans le second, en prenant le signe -
e 2589232
Y
Les équations (3) ont pour solution immédiate
a=4, gewi, Z=3,

dans le premier cas, et
a = ! ] q = ! ] fu" =i,

dans le second. Les quatre premiéres solutions de I'équation de Worpcke sont
ansi |

. —a=1, b= 1, ¢=4,

I, —awt, b=-2, ¢c=35,

M. ~a=t, b=-1, ¢=4,

W, ~a=t, b=u-1, c=u.

DES NOMBRES CONGRUENTS, elc., page 4, lig, 23. — ANWALI [| DT MATEMATICA [| PURA ED APPLICATA
PUBBSLICATI DA || BARNABA TORTOLINY, ele. E Compilati da Il E. BETTI @ Pisa. || r.-BrYOSCHT 0 Parma,
A GENOCCRY @ Torino. || B, TORTOLINI @ Roma. || (In continnazione agli Annali di Scienze Matematiche
e Fisiche) || ToMo 111, ANNO 1860+ || ROMA, etc. 1860, pages 206—245, N? 4. — 30PRA LA TRORICA |}
DFI NUMERI CONGAUT [| ¥or« || pr F. woErckeE [| Estratta dagli Amnali di matematica || pura ed ap-
plicata Tomo IIL. n.* 4. (| luglio~agosto 1860 [} ROMA [| TIPOGRAFIA DELLE SCTENZE MATEMATICHE E
FisichE [| Via Lata N.o241 A |1 1360 (In 4.0 de {2 pages).

(*) ANNALI [] DI MATEMATICA, el0. TOMO 1V, efc., page D48, lig, 23, — sUg LA uunrnmcmonu
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Paemien cas, Considérons d'abord I'dquation (2), prise avec le signe supérieur,

et écritc sous la forme

a2t v 13 2% w1t yh= 2
ou encore

(22" + 13 9% - 125 y* = 4 5%,
On en déduit par la décomposition en facteurs, l'ung des deux hypothbses sui-
vantes, rangées sous les signes A et B

(A) sx*+u3pyeaz=rt, QX'+ 13y'x2z=1255%, y=rps,
et, par suite ,

rt—2r’s® +i98 st = 2®, ou bien (r* =13 5% — 4 2* = 24 5%,
Cette dernitre équation donne, par la décomposition en facteurs

P s’taxr=mapt, P - 1357w 0w = 3 29 04, Seuy ,
et ces deux hypothéses conduisent aux équations
13U P (b w1t 08 = 15,

identiques avec les équations (2); mais celles—ci contiennent des indétermindes

beaucoup plus petites.
L'équation () prise avec le signe supérieur donne encore la décomposition

B s+ 139 22z =pp4, 2’ + 13 523 g5 st - s
J ’ Y 3

et par suite,
Bri—20rts®+ 95 st e 4 2.

On obtient, en résolvant par rapport i s*,

25 &7 == 1320 ’

avec l'équation de condition

arée 100 2 = U2,
qui donne

Ustow==22g', Ustore==nh, ra=gh,
et, par suite
05 s* = 13 g% Bt == (1t - 14 0%) ;
par conséquent, on retrouve encore les ¢quations (2).
secoNp cAs. - Nous avons supposé y impair; en supposant maintenant y pair,

et par conséquent x impair, nous obtenons encore les deux décompositions

(C) X'+ 13y g 2 m2 rh, 2’ + 13y w2z = 8ua2E b,  yows

ou

(D) sx’+4s3y'=2z=8r%, 2@+ 3y*w2z=045s', y=ars

En ajoutant les deux premidres équations des décompositions (C) et (D), on en
conclut que » ou s, et, par suite x, serait divisible par 2, ce que l'on n'a
pas supposé,

Enfin, en prenant le signé ~ dans l'équation (2), on se trouve encore ramené
aux mémes équations, avec des indétermindes plus petites.

9
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CHAPITRE Hl.

DE LA RESOLUTION GOMPLETE DES EQUATIONS BIQUADRATIQUES INDETERMINEES
Ax' Byt =+ Cz° et Axt=Byt==(h,

BANS LESQUELLES A, B, C DESIGNEXT DES NOMBRES ENTIERS NE CONTENANT
QUE LES PACTEURS PREMIERS 2 ET 3.

Le but que je me puis proposé dans ce chapitre, est de faire voir que la
mdéthode inventde par Feauar, et qu’il considérait comme une de ses découver-
tes les plus importantes, et les plus difficiles (*), peut s'appliquer non-seule-
ment & la démonstration de l'impossibilité des équations inddiermindes des de-
grés supérieurs, mais encore a la résolution de ces équations, lorsque cette ré-
solution est possible, Lacnancs a doané, le premier, dans un Mémoire lu le
20 mars 1777, @ |'Académie de Berlin, la solution générale des dquations

x*fl - Q‘rﬁ - *zt,
et de l’e'quation
xt 8yl = 2,

qui ¢’y raméne immédiatement par la décomposition en facteurs; ces équations
rentrent dans la forme que nous considérons, puisque les coefficients A, B, C
ne contiennent ici que le facteur premier 2; c'est, dans ce cas, les seules équa-
tions possibles (**). La pubtication du Mémoire de Lagranes attiva Pattention

(*) « dnea trianguli vectanguli in numeris non polest esse quadratus, huius theorema-~|itis & no-
» bis inuenti demonstrationem quam {os ipsi tandem non sine operosd dos | laboriosd meditatione
» delevimus, subtungemus. Hoc nempé demonsirandi genus mi-|jros in arithmeticis suppeditadit pro-
» gressus, si area trienguli esset quadratus darenturl'duo guadratoguadrati guorum differentia essot
» gquadralus: Vade sequitur dari duo || quadrata quorum dos summa, do» differentia esset quadratus »
(DIOPHARTI ALEXANDRINI ARITHMETICORUM || LIBRI BEX, etc. ‘TOLOSE, 1670, page 339, lig. 47—48.
page 339, lig. 41—2, LIBER SEXTVS, QVAESTIO XXV1, PROBLEMA XX, OBSERVATIO D. P, F.). — « O8S,
» nE FERMAT. L’aire d'un triangle rectangle exprimée || en nombres entiors ne peut étre dgale ¢ un
» earrd, Nous pla-|lcerons dvi la démonsiration de ce théoréme, de notre inven-||tion, que nous avons
» découverte aprés une laborieuse el pé-linible médilation. Ce genve de démonstration produiva de)|
» merveillenx progrés dans les questions arithmétiques, Si laire || 8'un riangle étail un carré, on
» donnerasl deux quabriémes || puissances dont la différence serail un carré » (Mésornes || vE[| L'A-
CADEMIE , cfc. DE TouLovse, ete. Qualrieme Série ) rowr 1, ete., page 127, lig. 11—18, — prp.
c1s || DES || ®UVRES MATHEMATIQUES || DE P. FERMAT, elc. PAR B. BRASSINNE, elc., page 127, lig. 11—18).

(**) « SUR || QUELQUES PROBLEMES DR L'ANALYSKE DE || prorrANTE. | (Lu le 20 Mars 1777, |
» AR M. DB LA GRANGE » (NOUVEAUX MBMOIRES || DE [| L'ACADEMIE ROYALE [| DEBS SCIENCES BT
BELLES LRTT.ES. || A¥NEE MDCCLXXP 1.} AVEC I'HTISTOIRE POUR LA MEME ANNBE. {| 4 BERLIN, ||
Imprimé chez GrorGE sACQUES DEGKER, lmprimeur du Roy. [| MoccLXX1x, pages 140—154. — @u-
VRES | DE LAGRANGE, || PUBLTEES PAR LES SOINS || DE M. J'~A. SERRET, || 830U8 LES AUSPICES || DE SON
EXCELLENCE || LE MINISTRE DE L'INSTRUCTIOY PUSLIQUE || TOME QUATRIEME | PARIS, {| GAUTHIER~
VILLAKS, efc, M DCCC LXIX, pages 377—398).
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d’Eusen, qui avait Lraité fort incomplitement ces équations, dans son Traité d'al-
gebre (%), et l'engagea a reprendre cette question qu'il a développée dans plu-
sieurs Mémoires présentds a U'Acaddmie de Saint-Pétersbourg. Le premier pre-

sentd le 48 mui 1780, et publi¢ en 1824 (*?), commence ainsi (***);

« Celebre est et nuper ab illustri Lagrange singulari studio pertrac-
» fatum problema a Fermatio olim propogitum , quo quacruntur
» duo nwneri, integri, positivi, quorum summa si¢ quadratum, quadra-
» torum vero swnma biquadratum. Hinc occasionem arripui istam
» quaestionem ad tres pluresve numeros exfendendi, cerls spe fretus,
» ejus solulionem sine tantis ambagibus expediri possc

Le second de ces trois mémoires d’Evien présenté a 'Académie Impériale de

Saint Pétershourg le 3 juin 1780, et publié en 1838 (****), commence ainsi (****#):

. «§, 1. In solutionibus huf'us roblematis , quae hactenus pas-
» sim in medium sunt allatae, §ll. La Grange id potissimum merito
» reprobat, quod nimium casul et vagis tentaminibus tribuatur, unde
» fit, ut certi esse nequeamus, omnesue solutiones, atque adeo sim-
» plicissimas, hoc modo inventas esse. Huic igitur desiderato se-
» quenti analys) satisfactum iri confido ».

Le troisitme de ces trois mémoires fut présenié a la méme Académic dans
la séance du 312 juin 1780, et publié en 1830 (*¥*%%*),

Il est fait mention du mémoire de Lacrance, dans une Thése intitulée « el
» QUIBUSDAM AEQUATIONIBUS INDETER-|[MINATIS QUARTI GRADUS. || DISSERTATIO || QUAM CON-
» SENSU ET AUCTORITATE || AMPLISSIMI ORDINIS PHiLOSOPHORUM | IN || UNIVERSITATE LIT-
» TERARIA FRIDERICA GUILELMA BEROLINENS! || PRO SUMMIS [| IN PHILOSOPHIA HONORIRUS ||
» RITE CAPESSENDIS [| DIE XXIil. M. DECEMBRIS A, MDCCCXXXIX. || PALAM DEFENDET || At~
» CTOR || AUGUSTUS EPHRAIM KRAMER || NORDHUSANUS, || ADVERSARI ERUNT; |} € FRANKE,

{*) Vollstindige || Anleitung || zur | Algebra | von || Hrn. Leonhard Euler. || Zweyter Theil , ete.
8t. Petersburg, ctc. 1770, § 240, page 503, lig. 10—21, pages 504503, — AL ENS || v'ALGEDRE |
PAR M. LEONARD EULER,ele. TOME SECOND, efc. A ZYow, elc, m.pcc.Lxx1v, elc., § 240, page 336,
lig. 1224, pages 337—338, page 330, lig. 4~0. — FELEMENTS D'ALGEBRE PAR LEONARD EULER, efc.
DE L'ANALYSE INDETERMINEE. || A LYON, cle. I'an I11)} etc., § 240, page 330, lig. 12—21, pages
337--338, page 339, lig. 1—~6.

{**) « DE TRIDUS }| PLYRIBUSVE NVMERS INVENIENDIS, |/QVORVM SYMMA SIT QVADRATYM,]| QUADRA-
» TORUM VERO SUMMA BIQUADRATUM. | AUCTORE!|2. Bv2ERo.iConvenlui exhibit. dic 18. Mai 47802
(afEMOIRES || DE || L'ACADEMIE IMPERIALE || pES sciENCES | DE § S8.T pérerssounc. || Tosme 1X. || Avec
L'HISTOIRE DE L'ACADEMIE||POUR LES ANNEES 4810 ET 1820{|S.7 PATRERSBOURG.IDE 1L IMPRIMERIE DE
L'ACADEMIE 1M e EnlALE DES SCIENCES,![{824.]lr. SECTION!|DES SCIENCES MATHEMATIQUES, pages 3—13.

(***) mEMOIREs || pE |1’ ACADEMIE IMeERIALE || DES sc1ENcEs {| DE S.T pkTERsnourc || Toxe IX.,
ele., page 3, lig. 8—43.

(****} « SOLUTIO|{PROBLEMATIS FERMATIANI ! DE DUOBUS NUMERIS, || QUORUM SUMNAMA SIT QUA-
» DRATUM, {| QUADRATORUM VERO SUMMA BIQUADRATUM. || AV MENTEM I1LL. ZAGRANGE ADORNATA[I
» AUCTORE [l L. EveEno. § Conventui cxhib. die 5 Junii 1780 » (MEMORES | pE{} 1’ACADEMIE IMPE-
n RIALE || DES SCIENCES ] vE {|8.T réTERsBOURG. | ToMe X. | AVEC L'HISTOIRE DE L AGADAMIE ||
POUR LE3 ANNKEES 1821 BT 1822 [ s.T PETERSnOUNG || DE [} 1. IMPRIMERIE DE L'ACADEMIE IMPERIALE
DES SCIENGES {| 1828. || 1. SECTION || DES [| SCIENCES MATHEMATIQUES, page 3—6).

(****%) atfmoires | DE [ L°ACADEIMNIE 1MPEmaLE || pES sciexces || pE [[s.T pETERsROURG || Toxe
X., cte., page 3, lig. 10—145.

(***7*%) « cousenTATIONES || Cel. £. BULBRI || T | DE INSIGNI PROMOTIONE || ANALYSIS DIOPHAK®
» TAEAE|| Conventui exhibita die 12. Tuni 1780 » (MEMOIRES || DE || 1.’ ACADAMIE IMPERIALE || DES

8CIENGES || pE || 8.7 péTERSRBOURC. [| TOME X1, || 8.7 PETERSBOURG, || DE L'IMPRIMERIE DE L’ACADEMIE
TMPERIALE DES SCIENCES. || 1830, pages 4—11).
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» PWLOS. DR. [| 4. MUBNTER, MED. STUD. || W. SCHAEFFER, PHILOS. DR. || BEROLINI || Tv-

» ps NIETACKIANIS ». Dans cette thése (page 3, lig. 23-20, page 4, lig. 1-0) on lit:

. _ i « Unicum tantum
» exstat exemplum, in quo diserte domonsirore licet, qua rationo ommes solutiones
» trium harum sequationum

NP Y= PPt D fBY =,

» iterandis semper jlsdom « operationibus » deinceps inveniri possint. Disserait de ca
nre Lagrangius inlibello qui inscribitur, Surguelq nes problemes de I'A-
nnatyse de Diophante. Par M. de 1a Grange. - Mem. delAcad. Royale
» des sciences 1777. Quac materies quum_latius Llluudammodo oxtendi posse videre-
» tor , equidem suadente Cl. Lejeune-Dirichlet denuo in eam inquirere apud ani-
» pum comstitui »,

En 1883, Leseseue , qui ne connaissait pas alors les travaux de Lacnancs
et d’Eyper, a donné, avec sa clarté et son élégance habituelles , la théorie
compléte de ces équations, mais en se bornant toujours au cas restreint
que nous venons d’indiquer (*). Nous commencerons par donner une sols-
tion plus simple des équations ci-dessus, et nous continuerons l'application
de cette méthode, pour les équations dont les cueflicients contiennent le fa-
cteur 3. La méthode que nous exposons s'applique encore, en supposant que
les coeflicients 4, B, C de I'’équation ne contiennent que le facteur premier
5, ou le facteur premier 7, avec le facteur premier 2; et méme, lorsque I’on
suppose que les coefficients contiennent & la fois plusieurs de ces facteurs pre-
niers différents, Y

DES BQUATIONS XV — 8¥V = w 22, ET X} - 8Y = 22,

Paemer Cas. — Si nons prenons d’abord le signe supérieur dans le premier
groupe de ces équations, que nous ddsignerons par (1), (3) et (3), on déduit de
I'équation

(1) X4 -aYi <73,
puisque 'on peut supposer X, Y, Z premiers entre eux, et, de plus, X et 2
1mpairs,
(2) X'+Zw=9zl, X'-Z=oipl, Y=aws,
on admet les valeurs négatives de Z, afin de n' oublier aucune solution; de
plus, z et w sont premiers entre eux.

L'addition des devx premidres des équations précédentes, donue I' équation

de condition -
3  X*=zi s,

(qui représente la troisitme des équations proposées; on voit ainsi que la ré-

(*) « RESOLUTION DES BQUATIONS BIQUADRATIQUES [[(1) (2) s3==ab = 9% ¢, (3) P 2™ gb
» — yb, (4} (5) 2™ 57 = g* @ yb; || PAR M. LEBESGUE, || Professour & la Faculté des Sciences de Bor-
» deanx » (JOURNAL || DE | MATHEMATIQUES [} PURES ET APPLIQUEES, [} 0U || RECURIL MENSUEL il og
WEMOIRES, etc. Publié|| P JOSEPH LIOUVILLE, clc. TOME XVIil, = ANNEE 4853, || PARIS. [| MALLET-
BACHELIER, elc. 1853, pages 73—86).
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solution de I'équation (1) ne dépend que de celle de I’ équation (3), Mais on
peut dcrire cette dernidre équation ainsi qu'il suit
(X ~2%) (X +2°) = 8w ;

les deux facteurs du premicr membre admettent seulement le facteur 2, com-
me diviseur commun ; on a donc, en désignant par x et » deux nombres en-
tiers premiers entre eux, 'unc ou I'autre des deux décompositions suivantes

K+gooh X-22=pt, weay;
ou bien,

X-z'=x, XuZapt w=xr

La premitre des décompositions précédentes nous conduit, par 'addition des
facteurs X +z* et X -2z, a I"équation
xh~gpha g,
identique avec I'équation (1), mais contenant des indéterminées plus petites; la
seconde décomposition conduit, au contraire, & I'éguation
F R ALY
identique avec I'équation (2), et admettant la solution immédiate
L= 4y,  y o=,  B,e=A,
Par conséquent, on déduit d’une solution quelconque (w, 7, z) de 'équation (1),
ou de I'équation (2), une solution nouvelle de I'équation (1), au moyen des formules
A) Xe=wxteoyt, Y=sxyz, IL=si-saxlyt,
qui coiticident avec les formules de Lgsescue, données par la méthode de Fen-

sat (Chap. II, §. 1). Les premitres solutions de I’ équation (1) sont donc les
suivantes

X,=8 [ Pye 143, | X3 = . 0. 2636 21633,

Y1 =2 | Fa= 84,1 73 = .« .oeo. 1512 45328,

5, =1 |2, 21907, | 35 = 60 01245 00051 82847, | .......
et sont déduites de la solution immédiate de I'équation (3); chacune des solu~
tions de l'équation (3) donne encore une série indéfinie de solutions, premitres
entre elles, de I'équation (1), et dans chacune desquelles y, est égal au pro-
duit de 2" par un nombre impair.

Ssconp Cas, — Pour résoudre I'équation (3), on pose, en désignant par x et v
deux nouvelles indéterminées entidres,

u=3(x+2), va 3(2? - 2),
et l'on obtient 1'équation de condition

() w e Pa gyt
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1l est facile de résoudre complitement cette dquation, qui représente Vexpres-
sion analytique du problime de trouver un triangle rectangle dont les cotés
sont exprimés en nombres entiers, et tels que I' hypoténuse soit égale & un
carr¢ parfait. En général, on résout l'équation du triangle en nombre entiers
b3 e G'a = a’ ’
par les formules
b,__:pz___qa’ c-zpq’ aggpa*qﬁ’

dans lesquelles p et ¢ désignent deux nombres arbitraires, premiers entre eux;
nous aurons donc, dans le cas prdsent,

u=p'~q', v=3pg, ) =p'+q’,

les inconnues p et g ne sont plus arbitraires, mais sont soumises a la dernibre
équation; puisque l'on obtient de méme

pert-s, g=ars, y=r‘+s,
il en résulte, pour l'dquation (s), la. solution complite
= (PP -5 =4, e=ars(r'-s"), yert+st,

dans laquelle r et s désignent deux nombres quelconques.
On obtiendrait par le méme procédé, la résolution de 'équation u’+ v*=y®,
et plus généralement, la résolution complete de Véquation

3
ua*vﬂ =7a .

en nombres entiers, quel que soit 'entier n (*).

Pour résoudre complitement l'équation (8), il faut remarquer que les valeurs
de u et v donndes ci~dessus me sont pas arbitraires, puisque leur somme est
égale & 2% on a donc

rie st~ g r’s’+arsr’ - 5" = 2"
Cette dquation pent s'écrire sous la forme
(r* +2rs— s -8 = x?,
et donne, par la décomposition en facteurs
rPrars—-s'+as=2g’, PP ors—s* - 2= 47, rs=gh;
on admet de cette fagon les valeurs ndgatives de x; on en déduit le systéme

Pegrs—s'=girah’, rs=gh.

.

(*) TRATTE || ELEMENTAIRE || D'ALGEBSE || AVEC UN GRAND NOMBRE D'EXERCICES {| SUIVI || DES 80~
LUTTONS DE CES EXBRCICES || PAR || JOSEPH BERTRAND, || PARIS, || LIBRAIRIE DE L, HACHETTE ET Clo ||
1880, page 244, lig. 10—28,

Q. |‘
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Pour résoudre ce systtme, nous poserons cn désignant par m une gyuantité ra-

tivnnelle, |
g=mr, s=mh;

’dlimination de g et de s donne 'dquation quadratique
m*(r* +h?) - amrh +2h* —r* = 0.
Pour que la valeur de m soit rationnelle, nous poserons P'équation de condi-

tion suivante, obtenue en dégalant la quantité placée sous le radical, dans la va-
leur de m, a un carré parfait:

rt —ght= U3

¢t nous aurons

m rk=U
el

L'équation de condition précédente en r, &, U ne difftre pas de I'équation (1),
En couséquence, on satisfait d'une menitre générale, b I'équation

(2) XbmgVi=-7%,
en nombres entiers, a I'aide des formules
( X = 2y + 2~ i@+ Y,
(B) { Y=+ + ey +3),

2, 7, 5 désignant une solution quelconque de I'équation (1), et z ayant suc-
cessivement le signe «, et le signe — . On déduit ainsi de la solution x,, y,
z,, les deux solutions de 'équation /)

X,=» 1, Xy .o 4343,
Y‘ e= 43 3 Y'I = ,, 15398 4
Z, =239, 7', = 21 80287 ;

Inversement, de chacune des solutions de cette équation (2), on déduit une sé-
rie de solutions de I'équation (1); on a ainsi au moyen de X, Y,,Z,,

2!y = e 57423, x, = 10850 39335 87186 24873 ,
]'1=|uno oBgl" J};=' P
1 2 = 22625 80153 ; M

et ainsi de suite, inversement de chacune de ces solutions; on déduira de nou-
velles valeurs de I’équation {2); on tire, par exemple, de iy e 2hs

Z = [xhx® - y?) —gyYx’ + %) - 22y a(x” + gy’) ' - sy +2)'(x* + ")

[T T

iy
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X, = 5 10877 42300 3878t ,
Y, =7 834 04576 72389 ,

‘otvltii.

etc.; on remarquera que nous avons ddsigné les solutions de 'équation (1) par
des petites lettres, et celles de 'dquation (3) par des grandes lettres.

Quant & Péquation obtenue en remplacant z par z*, Evnen a démontré, que
si A, B, C ne contiennent que le facteur premier 3, I'équation

Azt + Byt = Cat
n'a, en dehors des solutions dans lesquelles l'une des inconnues est nulle, que
la solution

199,48 = = gb,
Ce résultat peut se déduire de la formule (4) et des deux formules précéden-
tes; en effet, en remplacant z par 2°, on a

W=y,  dev=a, u-veg,

et, par suite, en multipliant, on en conclurait que la différence 24— ¢* des bi-
carrés de w et ¢ serait un carré parfait; ce qui est impossible, si v n'est pas
nul, d'aprés le théoréme de Fibonacci sur les nombres congruents (Chap, If,
n.° 1), énoncé et démontré par Feaar, sous la forme que nous avons indiquée
plus hant.

§ 2.

DE LA CLASSIFICATION DES EQUATIONS BIQUADRATIQUES
DES FORMES CONSIDEREES.

Si dans les équations proposées
AX% +BY4 = %= CZ®,

on pose X =mZ, et si l'on résout ensuite 1'équation par rapport 4 Z,on ob-
tient une dquation de condition, en exprimant que la valeur de Z doit étre ra-
tionnelle; on a ainsi a résoudre une nouvelle équation, qui est la suivante, en
prenant X, Y, Z comme indéterminées

X4 - 4ABY = 22
cette équation donne de méme, successivement
Xi+4ABC*Y4=2', X4- ABC*Y'=Z%

D'aprés cela, il est facile de classer les équations biquadratiques de la forme
proposée, en groupes dans lesquels la résolution de l'une d'elles donnerala ré-
solution de toutes les autres. C'est d’aprds ce principe que nous avons classé,
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le plus souvent, les équations biquadratiques dont nous avons donné la solu-
tion, dans les paragraphes suivants.

Nous ferons encore ohserver que nous avons dii souvent passer sous si-
lence, un grand nombre d’équations des formes considérées; il arrive en cffet,
que, dans beaucoup de cas, l'on apercoit presque immédiatement l'impossibilité

de ces équations, par le calcul des résidus de leurs divers termes, suivant les
modules 3 et 8.

§ 3.

DES £QUATIONS 4 X4 - Yt = 323, T XV = Vi = 8 22,

La premitre de ces équations donne immédiatement, par la décomposition
en facteurs,

(e X =Y X*+ Y*) =327,
et puisque le premier facteur n’est jamais divisible par 3, on a, en désignant
par U et V deux nombres premiers entre eux,
() 8 X'-Y* =U?, 8 X*+YimsV?, Z=UV.
La seconde équation conduit de méme a la décomposition
3 X' Y'=9U2, 3X+Y2=2V3, Z=UV;
'addition et la soustraction des deux premidres équations de la ligne préeé-
dente donnent
g%+ Vg XP, e U2 -V*=Y?,
et nous retronvons ainsi le systeme (1).

Par conséquent, ou ramdne la résolution des deux équations proposées dans
ce paragraphe, 2 la vésolution du systdme unique que nous écrirons ainsi

(1) 2 X YU,  aX*+ Va3V

Ce systtme admet, tout d’abord, ainsi que les équations proposées, la solution
immédiate
XeYal=Val=t.

La premidre équation du systdme (1) se vésout, comme I'on sait, enla met-

tant sous la forme,
(U 4 V)a-" (U - .Y)a= xﬂ ;
2 9 |

on la raméne ainsi a I'équation fondamentale de la théorie des triangles re-
ctangles en nombres entiers.
On a donc

10
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X =a+b®, g—-—%—thab, g——z—lua’-b“,
et, par suite,

X=a'+¥,  Yoa*-b0'-2ab, Umad®~b* +3ab;
portons ces valeurs dans la seconde équation du systéme (1) , mous obtenons
I'équation de condition

3 (a® + b%)" + 4abla® - &%) = 3V,

Cette équation, déja obtenue [Chap, 1i, § s, formule (4) (*)], nous montre que le
produit ab(a® - 5% doit étre divisible par 3, et nous pouvons supposer, i cause
de la symétrie, que b est divisible par ce facteur. En remplagant & par 35,
on a donc & résoudre l'équation
(@ +95% + sabla® - 95" = V*,
ou, en développant ,
at +4a% +18a'b* - 36ab® + 8104 = V?,

dquation biquadratique que 'on peut traiter par la méthode de Fenmar.
Pour résoudre complétement cette équation, on remarque que le premier mem-
bre est décomposable en un produit de deux facteurs impairs
c=a—-gsab+3b et dea+6ab+21b;

mais on a:
sc+d=4X, 3c-d=2al, cd = V*,

et, par voie d’'addition et de soustraction ,
2X+U=3¢, 1X-U=d;

ces formules font voir que ¢ et d sont premiers cntre eux, puisque X et U
le sont aussi; donc, ces deux facteurs sont des carrds Viet Vi, et l'on a

le systéme
(@-b) +2b* =V}, (a+38) +osbP=V2.

La premitre de ces équations donne, par la décomposition en facteurs
a-b==("-3s, b=2rs,
et la seconde donne, de méme , _ |
a+3be=x(rl-2s}), 35 =2ars,.

11 nous reste » identifier les valeurs de a et de &, tirdes de chacune de ces
équations. En prenant le signe + dans la valeur de a - b, et le signe ~ dans

celle de a + 3 5, on a
Pasrs-astmosi—2r s -rt, et Bre=rg,.
Mais, si nous posons,

(*) Voyez ci-dessus, page 56, lig. 13.
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ri,eymr, et s=ims,,
nous obtenons par 'élimination de r, et de s, l'équation quadraticue
m*(@ % = 9 r')~8 mrs, + 5% =1r* = 0,
La valeur de m tirée de cette équation doit étre rationnelle; on doit danc avoiv
16r'si-(ast - r)(esi-0r") = H2;
on encore
wrisi-ort—ast=H;
cette équation est impossible, suivant le module 5. En prenant, au contraire,
le signe —, dans la valenr de @ - b, et le signe +, dans celle de a + 35, on
obtient encore, en changeant les signes de s et de s,, les mémes édquations,
et, par suite, les mémes conclusions.

Mais, si nous prenons en méme temps le signe +, ou le signe ~, dans [es va~
leurs de a ~& ct de a +3 b, nous arrivons aux deux équations

PP egrs—gseapriagrs ~2s] et 3rs=rs, .
En opérant comme ci-dessus, on obtient pour m la valeur

~4rs, = H
ort« o5t ’

m e
avec l'équation de condition
Br'+esif —sesi=1
On ddduit de cette dquation
(3r* 465} =!='H) (87 +os! sH)=02s);

donc, en désignant par et & deux nombres premiers entre eux dont le produit
est égal & 5, , on a

3rt+osie Huosut, sri«ssisH-pa)t
Il en résulte I'équation de condition
ub+8xi=srtvost;
en remplacant s, par wx, l'équation précédente peut dtre écrite ainsi qu’il suit
@ -3 2% - 2t =3r’,
La décomposition du premier membre de cette équation en deux facteurs donne
(W -22%) ('~ 4% =3r;
on a donc, puisque ces facteurs sont premiers entre eux,
wW-tx'=ky, W axPa=xsdt, r=ey-

Si I'on prend simultanément les signes supéricurs, on obtient I'équation
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&~ 42" = ? '
impossible suivant le module 4; et, en prenant les signes infévieurs, on trouve
2? - 9’ =1, 2 x’ 4+ y? =30?,
cest-b-dire, un systéme identique au systtme proposé, mais contenant des in-

déterminées beaucoup plus petites.
Ainsi donc, en résume, d'une premitre solution (x,y, u, v) du systéme pro-
posé (1), on obtient deux solutions nouvelles (X, Y, U, V), & laide des formules

Xeo(r+ars —2s5") + 36 r%s*, Yo(r+srs—as) - 2rs?,
Us(r'—ars — 26 ~ 1 r's?, Ve (r®+2s)er' + 959,
dans lesquelles r et s sont des quantités auxiliaires que I'on suppose déba-
rassdes des facteurs communs, et fournies par les dguations .
revy [sua’ + 90lY], s = ur[duws = (b -5y ],
On a ainsi, pour seconde solution

(2) =3,  ya=2, U, =AW, P=3X1l;
puis

(3) &, = 52481 , ¥, =40873, U3=23183, vy 139X 393 ;
ensuite

Ly =2 53642 20918 55129 , Y4 = 3 B864T 03316 69969 ,

(4)
ty = 8408 72783 29889 , v = (9 X 48 97777) X (11 X 64 33883).
L'application de la méthode de Fensar donne les solutions (g) et (4), mais ne
donne pas la solution (3). (*)

s 4.
DES 2QUATIONS 4 X' — Y= 328 pr O X6 — Y4 =2 820,

Nous allous faire voir que ces équations n'admettent d’autve solution ration-
nelle que celle dans laquelle toutes les inconnues sont, en valeur absolue, dgales . .
a P'onité.

Nous pouvons encore démontrer, que le systéme (1), que nous avons considéré
dans le paragraphe précédent, n'admet d'autre solution, que celle qui correspond
a des valeurs égales des indétermindes, lorsque 1'on remplace U ou Y par un
carré. En effet, on tire de la valeur de U oude Y, exprimée primitivement en
fonctions de a et de 35, P'équation suivante dans laquelle @ peut avoir un signe

quelconque
a*+6ab-98* =0,

(*) Le caleul de ces solutions est d& & M, 4. Frover,
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On ne peut supposer le second membre égal & - U?, car I équation est alors
impossible suivant le module 3. On tire de la précédente

a+3bex(@e2h’), e sb=2gh;
en identifiant les valeurs de e et de b déduites des dquations précédentes, avec
celles que nous avons obtenues ci~dessus, nous avous, en prenant, en méme
temps, dans ces équations, les signes supérieurs

g +egh+el’arisars~3s*, et gh=srs,
Posons encore, comme précédemment,
g=3mr,, et s=mh,

nous arrivons, par Vélimination de g et de s, & I'équation quadratiq_pé en m

mor'+2h’)~asmrh « 25* - 1’ = 0.

et, pnisque la valeur de m tirde de cette équation doit étre rationnelle, nous
obtenons en dgalant & un carré, la quantité placée sous le radical dans la va-
leur de m, I'équation

ort — 127’ — 4 RV = K*,
impossible suivant le module 3, excepté dans le cas de r =0, qui donne U =1,
" 8i nous prenons maintenant le signe + dans la valeur de a-b, et les signe -
dans celle de « + 3b, nous obtenons

grohi=as vars-r,
et par suite, comme ci-dessus,
shY ¥ -9 rh = K?,

équation impossible suivant le module 4, puisque r ne peut—étre pair, en ex-
ceptant la solution r=0, qui donne encore U = 4.
Donc les eguations

§ X0 YiagZh, et oX4-Y4=slf

n'ont, en dehors de la solution immédiate, aucune solution rationnelle.

Il en est de méme de presque toutes les dquations biquadratiques que j'ai
étudides; ce rdsultat est bien différent de celui que I'on obtient pour les dqua-
tions cubiques a trois termes qui, ainsi que nous l'avons vu, ont une série in-
définie de solutions, dans les cas ot elles sont possibles,

Cependant, il n'en est pas toujours aiusi, et, par exemple, 1'équation

saxte 13yt= 2t
admet les deux solutions

m'aai, Jfaai’ Z2a?; xt'-‘l:), J’r..-a{, Z = 4§,
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§ 5.

DES BQUATIONS X'~ 36 Yd = 22, g7 XV — ¥' == 94 22,

La premiére des équations proposédes donne, par la décomposition en facteurs,
(X* ~ 6 VX2 + 6 Y = 22,
Les deux facteurs du premier membre sont premiers entre eux, et en désignant

par U et V deux nombres premiers entre eux dont le produit égale Z, on
obtient ainsi le systdme

X' ~sY2=U0%, X*+6Y*aV?,

que nous avons résolu complétement au chapitre sur les nombres congruents.
La seconde équation conduit au méme systdme.

§ 6.

DE LA RESOLUTION DES EQUATIONS
IXV—T=32, 4X =Y 22, 3X0h Vi 3, Xbaoy2 ¥ =72

Nous ne considérons que la premitre de ces équations, attendu que chacune
des trois autres peut se ramener A la résolution de cette dquation, par la m¢-
thode de la décomposition en facteurs. On trouvera ainsi, par exemple, pour
I'dquation

3 X4 YiaZ2,
les solutions suivantes

1, %, 2,
2, t, 1,
3, u, 192,
a8 , 41, 2593,

8052, 7109, 12250565 ,

L I S I D D DR DR R TR Y T S

Soit donc I'équation

(1) 3 X4~ Yiag 723
il est facile de voir que, dans cette équation, X, Y et Z sont impairs, et
que l'on doit poser

(2) X2ap®+ap-q), YV=3p®-a2g®
On tire, de la premitre de ces deux équations ,

Xep=2x®, X-pwir', p-gwsarz,
et, par suite

X=aa*+2r', posx’-sr’, g=a'-2rx-2r;
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ces valeurs, ddduites de la premidre dquation du systéme (2), sont géndrales, en
laissant aux inconnues p, ¢, r, & un signe indéterminé. Si l'on porte ces va-
leurs dans la seconde équation de ce systéme, on obtient I'équation biquadratique
xtrera’ —12r'z? 10 iz Art=Y",

qui rentre, a la fois, dans les denx premiers cas de 1'équation générale
considérée par Feamat. On peut donc se servic de la méthode que nous avons
rappelée dans le chapitre précédent, pour trouver une série indéfinie de solu-
tions, mais il est préférable de résoudre généralement cette dquation de la ma-
nitre suivante, Pour cela, nous l'dcrirons sous la forme

(2 + arz~2r?) -t r'at= Y,

et, par suite, en admettant les valeurs négatives de Y , nous obtiendrons le
systtme

(3) Xe4rx-2rt+ Y =125, rarc—-2r-Y+x2y’;
ou encore
() LLrsre—-2r+Yeaxss®, rare—2r-Y==+3y*,
avec la condition commune
P e Sfl
Nous poserons, comme précédemment,
§ =mx et r=my ,
et nous obtiendrons les rédsultats sunivants :
Paemier cas. En prenant les signes supérieurs dans le systeme (3), il vient
2’3 2° + %) - dmxy + y'- 2 = 0.,
On en déduit
Zy *3
2 3 ?
3"+ 7

me

et la condition
3 -I't‘ ""J'r' =9 zs ’
identique avec I'équation proposée, qui admet, d’ailleurs, la solution immédiate
. Xo e:tromzo-.-.::i:l.

Par conséquent, on déduira d’une solution quelconque (=, 7, z) de I'équation (1),
une double série indéfinie de solntions nouvelles, a l'aide des formules

X =232t + ¥ + e y¥my 23,

Y =6 x'(zy =3 - 93 2 + 97,

L =13 23 2 + P (2y = 2)* = [2"3 2® + Y- 2 2y (3 * + P) (xy * 2)
-3y = 2T
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On a ainsi, pour les premitres solutions de Véquation (1), les valeurs

1, t, t,
3 , 1, ",
9, 9, i3,

439 , 167, 2 A642t,

. [ T | LI T ] LI} L I |

et ainsi de suite, Mais on devra, dans le calcul, supprimer, tout d’abord, les
facteurs communs aux deux expressions

sxt+yt, et xy=s
En prerant, au contraire, les sigunes inférieurs , dans les équations du systé-
me (3), on arrive & I'équation
dxt-ylioag g,
impossible snivant le module 3.
Devxigug cas. En prenant les signes supéricurs dans le systbme (4), 1l vient

gmi(x® + )~ dmxy +3 7 ~ 22 =0,

et, puisque la valeur de m tirde de cette €quation doit étre rationnelle, il faut
que l'on ait la coadition
yi~3xbagz?,

équation encore impossible suivant le module 3 ; mais, si I'on prend les signes
inférieurs dans les équations du systdme (s), on obtient

2mi(z? — y?) + Amxy + 23y =0,
et, par suite

Xy +3

m o ‘"J’a’

avec l'équation de condition
3)" i 4 ws P z’ ’
identique avec 1'équation proposée.

Ainsi d’une solution (z, y, z) de I'équation (1), on déduit deux solutions non-
velles, & l'aide des formules

X = 22y =32)° + y¥(2® - ¥,

Ye=sal(ax® =) -2p’ey = o),

2= [sat(ay = of + 2 zy(my 2 2)(2 - ") <@t - )T ta(ay = b=y Yy,
Cependant ces formules ne donnent pas de solutions nouvelles ponr I'équation ().

Il résulte d'ailleurs de cette discussion que les équations de ce paragraphe
sont impossibles & résoudre en nombres entiers, si 'on remplace dans le se-
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cond membre Z par Z*, et si Fon ne tient pas compte des solutions immé-

diates des trois premitres d'entre elles.

§ 7.

DE LA RESOLUTION DES EQUATIONS

3Xi~3YiaZ?, XtegYim]e, Xt Y4 =72,

Nous ne considérerons que' la premitre de ces équations
{1) 3X¢-2Yia 22,

car nous verrons, dans la suite, que les deux antres équations se raménent im-
médiatement & la précédente, par Is décomposition en facteurs. On a, d'abord

(s) Kapesp-qf, Yeag'-sp-gp,
ot, par suite, on tire de la premitre équation de ce systime
(3) p=xt-2pP, P=-qg=3rx;
ou encore

(3 bis) p=32'~r', peg=srr;
et de la seconde dquation du systime (3)

(%) *3g=y 43, pegesy;
ou aussi

(4 bis) hg =) +352, p-geisy.

On a encore ra=sy et si 'on pose
S = mx et ramy,

on obtient, par I'identification des valeurs de p et de q déduites des équa-
tions (3) et (4 bis), en prenant le signe supédrieur

- Zy®2

3%+ g

e

avec l'équation de condition
32t ~g yimzg®,

identique avec la proposée; si Von prend au contraire le signe inférieur, on
obtient une équation impossible suivant le module 3. Donc, on déduit d’une
solution (x, y, z) de P’équation (1), une série indéfinie de solutions nouvelles, a

I'aide des formules
11
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X=aa¥(wy £3f' + ylax® + 352,
Y= alex® + 39% -8y ay = 3,
L=3[2* (32° +9p%) ~ gy¥(acy =2)* |
=2 [ %oy )" ~ay (ayen) 02048y )~y ary )T,

et ainsi, on trouve pour les premitres solutions de P'équation (1), les valeurs
suivantes

t, Y i,
3, 3, 1874 ,
81T, 8843, 44104 40680 ,

et ainsi de suite. L'identification des valeurs de pet de g tirdes des systbmes
(3) et (4) donne
o' = w?) = q5xw(38%+9Y), et srresy;

si Ion pose s=2mx et r=my, onobtient, avec le signe supérieur, une équa-
tion quadratique en x qui donne, sous le radical, une équation impossible sui-
vant le module 3; on a, avec le signe inférieur

L mXyws
" ily® - 32"’

et I'équation de condition
r-txt= g,

En traitant cette équation par la méthode de décomposition en facteurs, on

retrouve cette méme équation ou aussi I'équation (1). Cette dernitre a pour so-
lutions,

5, 9, 9 ,
791, MO0, 30841,

LI * [ L] + L]

On en déduit aisément la résolution de P’équation (1) ; d'ailleurs on n’obtient
pas de nouvelles solutions de cotte équation par ce moyen, ou encore, par les
autres manitres d'identifier les valeurs de p et ¢ déduites des systimes{3), (4),
{3 bis) et (4 bis).
§ 8.
PE 5A RESOLUTION DBS EQUATIONS

X 3Y0 s, XtepYiald, oXiagYiaZ', XaonYizZ’

Dans la premidre des équations précédentes, X et Z sout impairs; on peut
poser
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Z=p’+2q®,
et l'on a les deux équations
Xalp-2qP-04", Ya(pegl-34";
de la premitre, on tire
(A) X=srr-2s, p-2gmwiri+ss’, gers,
ou bien
(A, Xaor'~s", p-sgewert+s, geers;
et de la seconde
(B) 2Y=3u'=¢", speg)=su’+®, geuv,
ou encore ,
(By) Ye3iu-v', prgesu’+o*. g=sup
L'identification des valeurs de p et de ¢ déduites de chacun des systimes pré-
cédents conduit , comme dans les paragraphes précédents , a la résolution de
Péquation
18 r‘ + V4 = Ua Y

qui est la seconde des équations proposdes, et qui se raméne, de deux manié-
res différentes, a la premitre. En effet, on a,

Us V= & 45354, U Ve (g2,
ou hien
Us VPwweg@ez), UxViexst;

et, en ne conservant que les équations possibles suivant le module 3, on ob-
tient l'une on l'autre des dquations
(1) 028 ~ gth=p?, th — 73 24 = o7,
La premitre de ces équations donne
3 +vesxt, 3xveirt, teaxy,
et, en additionnant, on retrouve la premidre équation
xt+2 9t =322

Donc, d'une premidre solation de cette équation, on déduira deux solutions nou-
velles, & Vaide des formules

m = ¢ xya(et — 279 = (9 29 + sy,

noea (2t -2y — o 22t |

X = um*x’y’s® - nixt - 2y,

Y = 2022y’ - mi(xt - 94)?,

Z={ 20°2%"" + m* (2% = 3% - s mnxyz ] + 38 mn2x'y 2 (2"~ 2 )
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Ainsi la solution immédiate & =y = 3 =1, donne les deux solutions
X = 23 ’ r m {4 ’ 2= 38,
X = 278 , Y = 697, 3 = 3189197 .

La seconde des équations (1) donne encore par la méthode de décomposition en
facteurs, en ne conservaut que les équations possibles suivant le module s,

P kpmgat, ' wv=agy, Z= XY,
et, par suite, on trouve l'dquation
e 18y = £,
qui revient encore 2 la premidre.

§ 9.

DE LA BESOLUTION DES BQUATIONS

X' -2V, XwuY=2, X' rots Y = 72,

Les deux dernidres équations se rambnent 3 la premidre par la décomposi-
tion en facteurs. Si Fon pose, dans la premibdre,

X ==l" 4+ 8)”,
on obtient, par identification,
-0y —wrsory v apt= 1P,
ou bien
(F=10ry-9 -8 r’y =Y,
et, par suite,
Peory —g «¥megy 2, r-wry-g'=Yasig', gx=ry,
ou, en additionnant
(1) P t0ry— gy’ = (31 2* + ),
Si T'on prend les signes supérieurs, on a, en posant

remx, e g=my,

I’équation
m(x® ~ %) — 10 mxy =91 2% 4 2 9%,
d'odt on tire
Bxy®y
Me=—ty ,

avec I'équation de condition
2 xt - gpte 2*,
cest~a~dire la premitre des équations proposées. Ainsid’une premitre solution

T AT F
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de celle-ci, on obtient une double série indéfinie de solutions nouvelles a l'aide
des formules

Xa(sm]-.ez)’f-i-a(w“-f’)’w’ ’
Y= 87 (ws_js)a]a_(s mj* ﬁ)awﬁ ,
Z BB v e
Les solutions les plus simples sont
X e 1, j = 1, &= 8y
X =408,  ye1880, = 2T06TH5,

[ ] v » * L] L L} L L] L] L} ] . ] [ | ] - » L]

On traitera de méme I'équation (1), en prenant les signes inférieurs.

4

CHAPITRE 1IV.

SUR LA SOMMATION DES PUIBSANCES SEMBLABLES DES NOMBRES ENTIERS
ET DES NOMBRES IMPAIRS.

La somme des carrés des premiers nombres entiers a été donnée par As-
cmmgoe (*) , et appliquée par lui i la détermination de I’ aire du segment
de la parabole et de la spirale. On la trouve aussi sans démonstration dans la cs'-
§ta'D’ #yava de Braumgourra (**), dans le LiLawati de Brascara Acianya (¥**), dans

Pem——

p—

{*} ARCHIMENIS | QUE SUPERSUNT OMNIA [ CUM [} EUTOCIL ASGALONITAE COMMENTARIIS. || EX RE-
CENSIONE || JOSEPHI TORELLT, etc, OXONI, | B TYPOGRAPHEO CLARENDONIANO]IMDCEXCIY, page 216,
col. 4, lig. 11387, col. 2, lig. 41~87, pago 227, page 288, col. 4, lig. 113, col. 2, lig. 112,
ARCHIMEDIS DE HELICIBUS PROP. X. THEOR., ~— OEUVRES || ' ARCHIMEDE, | TRADUITES LITTERALE-
MENT, | AVEC UN COMMENTAIRE, [| PAR F, PEYRARD, et¢. a PARIs, efc. M DCGG vII, page 228, lig.
22.—29, pages 220231, page 232, lig. 1—8, page 494, lig. 917, page 402, page 493, lig, 1~-5.
«~ OEDVRES || D" ARCRIMEDE [| TRADUITES LITTERALEMENT, || AVEC UN GOMMENTAIRE, || PAR K. pEY-
RARD, etC. SECONDE EDITION {|2oME 11, efc. 1844, page 24, lig. 9—28, pages 25—29, page 30, lig.
1—18, page 304, lig. 8—22, pages 302-~193. - ORIGINE, || TRASPORTO XX ITALIA, [| PRIMI PROGRESSI
IN EsSA {| DELL’ALGEBRA, || STORr4 CRITICA, 6iC. D1 || D, PIRTRO COSSALI C. R.[| »OZUME 1., elc.,
page 188, lig. 2—31 , page 169, lig. 4~30. — £LoGro [i v || PRANCESCO MAUROLICO || scr/rzo ||
DALL'ABATE DOMENICO BCINA'[| PALERMO [} D4LLA RRALE STAMPERI4 [ 1808, page 129, lig. 7—28,
page 130, lig. 43, NOTE (43). — « C’est & Archimé de qu'on doit les formules pour la somma-jition
» d'autres sérics importantes quo les progressions géomé-|jtriques , savoir la suite des carrés des

» nombres naturcls et (| celle des sinus d’avcs en progression par différence » (SLEmeNTS | DE || CAL-

CUL INPINITESIMAL, [l PAR M. DURAMEL, {| Membre do I'Institut (Académic des Sciences). i} pEUXIE-
ME EDITION. — TOME PREMIER.|[PARIS, [ MALLET-BACHELIER, clc. 1860, etc,, page 33, lig. 14--17).

(**) ALGEBRA, Il WITH [| ARITHMEYIC AND RENSURATION, [| FROM TNE [} SANSCRIT || OF {| BR4RATE-
GUPTA AND BASCARA, otC., Dage %93, lig. 3—4. secrioN mi, par. 20,

(***) L1z aw are: | On |} A TREATISE [} ON |} Arithmetic and Geometry (| BY || BHASCARA ACHARY 4.||
TRANSLATED FROM THE ORIGINAL SANSCRIT [ aY [l sOHN TaVYLOR, ele. BoArB4Y: [[ PRINTED A'C TUE
COURIER PRESS BY SAMUEL RANs,||i816, page 60, lig. 6~~8, {113, 2529, page 61, lig. 14—22.— AL~
GEBRA, [| WITH [| ARITHMETYC AND MENSURATION, || FROM THE [| SANSCRIT | OF [| BRABM KOUPT 4 AND
BASCARA, ©lC., poge Bi,lig, 58, CHAPTER v, par, 418..— TRACTS | ON {j MATHENATICAL [L AND |} Pi22~

] [
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lo Linea Assaci de Leonann pe Pisg (*), dans le Talkhys d'isy Ausanya (**), dans un
traité d'arvithmétique d' Avkavcant (***), dans « la Clé du caleul » par Da-
mcup BEN Mas'oup (**¥®), dans d'autres traitds d’arithmétique arabes (*94¢%),

LOBOPHIGAL BUBJECTS, elc. IN THAERE VOLUMERS| BY ¢HARLES HUTTON, el¢. VoL, 1L || LONDON, elc.
1842, page 156, lig, 23-—88. ~ CORHESPONDANCE [ SUR | L'SCOLE AOYALE POLYTECONIQUE, {l A L'U-
SAGE || DES ELEVES DE CETTE KCOLE; || PAR M. HACHETTE |} Jahivier 1814, — Janvier 1816. || ToMe
TROIBIEME. | PaRSS, ole. 1816. | Noo HIL. Janvier 1816, poge 5, lig. 1u-—13,

(*) SCRITTI || DI|) LEONARDO PISANO [| MATEMATICO DEL SECOLO DECIMOTERZO Il vuBBLICATE ||
DA [| SALDASSAARE DONCOMPAGHNL, elc. VOLUME L || LEONARDI PISANI LIBER ABBACI I noma, ete.
page 167, lig. 25—31. — QRIGINE, [| TRASPORTO IN ITALIA, || PRIMI PROGRESS! IN ESSA | vELL ALCE-
BRA, [| STORI4 CRITICA || DI NUOVE DISQUISIZIONI | ANALITICHE B METAFISICHE || DI |} b. PIETRO COS-
SALL G, K. || OLUME 1, elc., page 135, lig. 21--29, page 136, lig. t—8. — HISTOIRE [| DES |} sCIEN-
CRS MATHEMATIQUES || EN I'TALIS, || DEPUIS LA RENAISSANCE DES LETTAES || JUSQU'A LA FIN DU DIX~-
SEPTIEME SIECLE. || PAR GUILLAUME LIBRL [ TOME SECOND. [ A PARILS, elc. 1839, page 4, lig. 7—10,
§3—18, — HISTOINE || DES || SCIENCES MATHEMATIQUES || EN ITALIE, efc. PAR GUILLAUME LIBRL, || TO-
ME SECOND. [| DRUXIRME &DITION || HALLE s || %, W. scumipT || 1885, page 41, lig. T—10, 4318, —
STORIA [| DELLE || 8CIENZE MATEMATICHE [} IN ITALIA [| DI || GUGLIBLMO LIBAY | VERSIONR {| b1 [| LUIGI
MASIERL, elc. TodMO sECONDO. || Milano, efc. 1842, page 81, lig, 44, $0—18, ~ SCRITTI INEDITI ||
DEL [| P, D. PIETRO COSSALI {| CHIERICO REGOLARE TEATINO, €lC. SEGUIT! DA UN'APPENDICE I coNTE-
NENTE || QUATTRO LETZ'ERE || DIRETTE AL MEDESIMO P. GOSSALI, efe. 1887, pege 23, lig, 31—38.

(**) ATTL]l DELL' ACCADEMIA PONTIFICIA | DE® NUOVI LINCEI, of¢. TOMO XVII, - ANNO XVIL i
(1863—84) [| noma || 1864, ele. , page 203, lig, 3—4, 18—84, — LE TALKHYS | 18% ALBANNA ||
FUBLIE ET TRADUIT || (D°APRES UN M8, INSDIT DE LA BIBLIOTHEQUE BOSLEYENNE [} COTE MARSB. 371,
N® CCXVIL DU CATALOGUR D'VRI) || PAR [} ARISTIDE MARBE || PROFESBEUR, OFFICTER DB L'INSTRUCTION
PUBLIQUE || ROME || IMPRIMERIE DES SCIENCES MATHEMATIQUES ET PHYSIQUES, elc. 1868, page 8, lig.
34, {2~-24, — JOURNAL || DE || MATHEMATIQUES || PURES ET APSLIQUEES, | OU || RECUEIL, ete. Pu-

blié || PAR JOSEPH LIOUVILLE, ele. DEUXIEME SERIE~ TOME X - ANNEE 1805, efc. panis, efc, 1869,
page 122, lig. 38—17. Avnir 18638.

(***) ATTI || DELL'AGCADEMIA PONTIFICIA || DE'NUOV) LINCE1, 6tC. TOMO XII.~ AKNNO XIL || (4888
—89). [t nonta || 1856 [[ T1POGRAFIA DELLE BELLE ARt | Piazza Poli n. 94, page 439, lig. 3—84, 28,
SESSIONE Y11° DEL 5 GIUGNO (889, —. RECHERCHES | SUR PLUSIEURS OUVRACGES || DE LEONARD DE Pl
SE, elc. PAR M. P, WOEPCKR, elc. PREMIARE ParTIR || Boiraits et traductions d'ouvrages arabes
tnddits. | 11 [| Traduction du traité d*arithmétique || 'Abod! Hacan AN Ben Mohammed Alkalgddi i
Extrait des Auti dell’ Accademia Pontificia d¢® Nuovi Lincei || Tomo X1, Sessione V. del 3 aprile
1859, lle Sessione VII del 8 giugno 1859, | none, etc. 1859, page 63, lig. 12—19.

(****) ANNALI | D1 MATEMATICA [ PURA ED APPLICATA || PUBBLICATI DA || BARNABA TORTOLINI,
ele. T(MO vi, elc., page 247, lig. 9—17, N* 3. «— pASSAGES AELATIFG || A DER SOMMATIONS DE SE-
RIES DE CUBES || EXTRAITS || DE DEUX MANUSCRITS ARABES INNDITS [l DU BRITISH MUSEUM DE LON«
BRES || coTES No* CCCCXVII BY CCGCXIX DES MANUSCRITE ORIENTAUX [| (N°¢ 7460 et 7470 DES MANU-
SCRITS ADDITIONNELS)|| PAR M. F. WOEPCKE, elc. ROME, efc. 1864, page 24, lig. 13—281, 36, —
SOUANAL [ % || MATREMATIQUES || PURES ET APPLIQUEES, [l oU | RECURIL, ale. Publié [ PAR l0sEem
LIOUVILLE, elc. DEUXIEME 8881% - TOME X — ANNEE 1868, elc., page 118, lig. 2--14, AvRIL 1865.
~— PABSAGES RELATIFS|| A DES|| SOMMATIONS DE SERIES DE CUDES {| EXTRAITS. DE DEUX MANUSCRITS
ARABES INEDITS DU BRITISH MUSEUM DE LONDRES | PAR M. P, WORPCKE (| SUIVIS D'EXTRAITS 0U ||
TALKHYS D'IBN ALBANKNA || TravUrT || PAR M. An. MARRE || Bxtrait du Journal de Mathématiques
pures of appliquées, tome X, 2¢série |; Panrts, etc. 1865, page 38, lig. 8—11,

(***¥%) ANNALL || DY MATEMATICA || PURA ED APPLICATA [l PUBBLIGATI DA|[BARNABA TORTOLINI, efe.
E Cowpilati da || B. pETTY 0 Pisa. || #. BRIO%GHT @ Pavia. || A. crNoccH! a Toring, || B. TORTOLING
@ Roma. |} (In continvazione agli Annali di Sciecnze Matematiche e Fisiche) | Tomo v. || Rona, ete.
1803, page 149, lig. 9634, page 167, lig. 10—25, page 174, lig. 38--30, 37--38, page 172, lig.
§—8. — PABSAGES RELATIFS [l A DES SOMMATIONS DE SERTES DE CUBES || EXTRAITS [| DE TROIS MA-
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etdansla « Summa de arithmetica » di FR)A Luca pactont (*). On en trouve des
démonstrations dans le Fakhri d'skarasi (**), dans le « Liber quadratorum »
de LeoNarD DE Pist (*9®), dans le « liber secundus » des « ArtraMevicorun » de Mav-
nopicus (***%), et dans I'appenpix de Bacer sur le « LIBER DE MYLTANGYLIS NVMERIS »
de Diorsante (****#); mais la démoustration de Fisonaccr est particulidrement
remarquable par son élégance, ainsi que l'a fait observer M. Genoccm (*##%2%);

- —

RUSCRITS ARABES INEDITS || PE LA BISLIOTHEQUE IMPERIALE DE pPARIS || COTES N» ¥}, B} g1 032 pu
SUPPLEMENT ABABE [] PAR M. F, WOEPCKE, ¢lc. ROME , otc. 4864 (In 4%, de 42 pages, dans la se-
¢onde desquels on. lit: « EXTRAIT DU TOME V. N.0 3. || DES ANNALL DI MATEM ATICA PURA ED
h 4PPLICAT 4 ¥}, page 7, lig. 26—33, page 10, lig. 1—8, page 24, lig. 47—83, page 29, lig. 25~—30,
3738, page 30, lig. 1—8.

(*) Sama de Arithmetica, etc., feuillet 53¢me, numérold 44, reclo, lig. 40—~30. — Summa de |,
Arithmetica, cte., feuillet 53%me, numéroté 44, recto, lig. 44—50,

(**) EXTRAIT DU FAKHRI , | TRAITE D'ALGEBRE [| PAR ABOU BEKR MOHAMMED BEN ALHAGAN AL.
KARKHI || (MANUSCRIT 952, SUPPLEMENT ARABE DE LA BISLIOTHEQUE IMPERIALE); || PAECEDE || o' UN
MEMOIRE SUR L' ALGRBRE INDETERMINEE[|CHEZ LES ARABES, || PAR [F. WOEPCKE, || PARIS, ele.
M DCCc LIly, page 60, lig, 12-—-13.

(***) TRE BCRITTL INEDITI || D1 {| LRONARDO PISANO, elc., page 78, lig. 23—~28, pages 76--77, pa-
ge 78, lig. 1—4. — OPUBCOLI || D! [| LEONARDO PIRANO, elc., page 73, lig. 23—U8, pages 76-~177, pa-
ge 78, lig. 4—A., — SCRITTI [| 01 [| LEONARDO PISANO, 6fC. VOLUME 1I. || LEONARDI PTSANT PRACTICA
GEOMETRIAE ED OPUSCOLL, elc., page 203, lig. 8——43. page 263, page 264, lig. 1—17. — annavLt ||
DY SCIENZE || MATEMATICHE B PISICHE || cOMPILATI [} DA {) BARNABA TORTOLINt , elC, T0Are SESTO,
etc., page 248, lig. 19—26, page 249, lig. 1—26. — SOPRA TRE SCRITTI INEDITI, 8iC. NOT'E ANALI-
ricae, ete., page b7, lig. 20—25, page 88, lig. 1--26.

(****} p. PRANCISCI || MAVROLYCE {} ABBATIS MESSANENSIS, | Mathomatici celebervimi]l «rrrwue-
TICORUM LIBRI DVoO, otc. CYM PRIVILEGIO || vENEY1I8, Apud Franciscum Franciscium Senensem)
MDLXXV, pago 120, lig. 20—~4%, page 121, lig. 4~43. — EzoG7o [l D1 || FRANCESCO MAUROLICO ||
SCRITTO | DALL'ABATE DOMENIGCO SCINA', efc., page 43, lig. 16 —28, page 166, lig. 14—29, page 167,
fig. 4—3. — u1STOIME || pES {] SCIENCES MATHEMATIQUES || BN ITALIE, et¢. PAR GUILLAUME LIBRI (|
TOME TROISIEME. [ A PAnts, ete. 1840, page 114, lig. 17—24, page 119, lig. 1—7, 2123, — HISTOINE]
DES [| SCIENCES MATHEMATIQUES [| EN 1TALIE, elc. PAR [ GUILLAUME LIBRI. ] TOME TROISIEME (| OEU-
XIEME EDITION || HALLE ¥s., || . W. sCHMIDT. || 1863, page 114, Jig. 17—20, page 112, lig. 1-—7, 4—20.

(*****) DIOPHANTI || ALEXANDRINI |} ARITHMETICORYM [} LYBRY SEX, || EZ DE NV MERIS MVITAN-
GrLts J1NBER VRVS, || Nunc primum Grecd dpo Latine edili, atque obsolutissimis |} Commentariis il-
lustrals. | AVCTORE CLAVDIO GASPARE BACHETO || MEZERIACO REBVSIANO, V. C. || LVTETIAE PARISIO-
/v, | Sumptibus Sesastiant Cramorsy, viall Facobaa, sub Ciconis il M. pc, xxt. {| cvar PRIV ILE-
¢l0 fEGIs, page 48, lig. 3740, page 46, lig. 1—16. — DIOPHANT! [| ALEXANDRINT || ARITHMETICO-
RYM || LIBRY SEX, elc. V)M COMMENTARIIS C. G. BACHET! P. C.|| {o» observationibus D. P. de
rERMAT Senatoris Tolosani, etc., page 32, lig. 36—02,

(*****+) Cet fllustre gbombtre dil (ANNALI | DY SCIENZE [| MATEMATICAR ¥ FIsICRY || coxernaT||
DA | BARNABA TORTOLINI, elC. TOMO $EsTO, ete.,page 284, lig, 4—0, 2628, - sOPRA || TRE SCRIT-
T4 IREDIPY [} DI LEORABDO PISANO, olC.NOTE ANALITICHR || DI ANGELO GENOCCRHI , ett. , page 00,
lig. 1=i4): '

¢ Comme osservd il Costali, la somma di questa progressione
» di quadrati & deta da Archimedo nells propos. 10 del trate
» tato delle Spivali, e Ja trovism pure velle opere di Mau-
» polivo o di Bachet 3}, ma & molto notabile I' elegansa dells
»formms di cul ln epresso Leonardo Pismo e quelle
s dellas sua dimostrasione.

3 1) Cossall, Btario deil' dipedra, vol. I, pag. 18% | Barker Diophentt.
» deithen, dppendices, LAd, II, Propos. 11. (Toloss 1670, pag, 38). 9
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d’autre part, . ¢. NapoLI dans un Mdmoire sur la vie et les travaux de navno-
LicUs, insiste sur la démonstration simple et ingénicuse du géomdtre de Messine (*).

La somme des cubes des n» premiers nombres entiers a été donnée par srai-
MEOUPTA, géomitre du septitme sitcle, dans le Sphuta-~Sidd'hanta (*¥).

La somme des n premiers bicarrés a dté dounée par piamcalo sex nas’oliv sen
Maumoun, le méddecin, surnommé amvAtu (epoin) anofcuini, On la trouve dans un
manuscrit conservé au British Museum, et portant la date de l'annde 997 de
I'hégire (1580 ap. J.-C.). L'auteur fut un des astronomes qui prirent part 2 la
rédaction des Tables d'Ovtovs-Bec; mais il mourut avant l'achdvement de cet

ouvrage. On rencontre, en effet, dans la traduction de Wogrcke, du manuscrit
en question, le passage suivant (**%):

« Quatorsiéme régle. 8i nous désirons (connaltre) la somme des carré-carrés
. » des nombres suivant I'ordre & partir de I'unité, nous retranchons de la somme
» de ces nombres une unité et nous prenons constamment un cinquitme (4) du
» reste. Nous I'ajoufons & la somme des dits nombres, et nous multiplions ce qoi
» en provient par la somme des carrés des mémes nombres, 1) résultera la quan-
» tité cherchée (3).
n Bzemple. Nous désirons additionner les carrés—carrés des nombroes suivant
» Pordre depuis I'unité jusqu'a six. Nous prenons la somme de ces nombres, co
» qui est vingt ot un. Nous en refranchons une unité, il reste vingt. Nous en
» prenons le cinguiéme, ce qui est quatre. Nous Y'ajoutons & vingt et un; il pro-
» vient vingt cing. Nous multiplions cela par guatre-vingt onze, ce qui est la

(*) On lit en effet dans ce mémoire ( BULLRTTINO | DI || BIBLIOGRAFIA E DI 8TORIA || DELLE |
SCIENZE MATEMATICHE E FISICHE, ctc. TOMO IX, [| cGEnNato 1876 [ Roma, elc. 1876, pag. 7, lig.

$0~—~16., « SCRITTI INEDITI f| DI FRANCESCO MAUROLICO { PUBBLICATY [| DAL PROF, FEDERICO NAPOLI,
etc. ROMA, etc. 1876, page 9, lig. 10—18.

¢ Cid non pertanto bisogna notare, che ls somma dei quadrati dei nu-
> merl vaturall, o quolla dej cabl (I pih diffieili risultati di questv genere , of-
» tenoti dal Maurolico), erano gik conoselute. Archimedo aves determinato geome-
» {ricamento 2 tomma del quadesti, od aves dimostrato a rogola per Wrovarla

» quosts somms, dol pari che quella def cubf, era stata publilicata da P, Luca Pacioli,
» l'anto stesso dolla nascila del Maurolico >,

(**) BULLETTINO [ DT [| BIBLIOGRAFIA, el¢. ToMo ViIl, || ROMA, etc. 1878, page $4—62, — INTOR-
NO AD UNA PROPRIETA' || DE’NUMERL DISPARI || XOTA I DI B, PONCOMPAGHI, efc. BROMA, etc. 1878, w
BULLETTINO [} DI || BIBLIOGRAFIA, elc. TOMO IX. [l MARzO 1876, page 457—162. — sUR UN THEORE-
ME || DE L'ARITHMET IQUE INDIENNE || PAR M. EDOUARD LUCAS, efc, EXTRAIT DU BULLETTING DI BI-
BLIOGRAFI4 8 DI STORIA| DELLE SCIENZE MATEMATICHE B FISICHE || TOME 1X.~ MARS 1876.)]
ROME, efc. 1876. '

(***) ASNALL [| DX MATEMATICA {| PURA €D APPLICATA |} PUBBLICATE DA |} BARNABA TORTOUINS,ele,
TOMO Vi, eic., page 247, lig. 28—32, 4041, page 248, lig. 1—5, N°® 8. — PASSAGES RELATIFS || A
DES || SOMMATIONS DE SERIES DE CUBES [j EXTRAITS DE DEUX MANUSCRITS ARABES INEDITS || DU BRI~
T1SH NUSEVM DE LONDRES, elc. PAR M. ¥. WOEPCKE, etc., page 24, lig. 20—32, 38—39, page 98,
lig. 1-~9, 28=923. — JOURNAL || DE {| MATHEMATIQUES, elc. OU | RECUELL, etc. Publid || pAR sosEPH
LIOUVILLE, 6C. DRUXIEME SERIE~ TOME X. - ANNEE {888, etc., page 118, lig. 1—9, 33--93, AVRIL
1865. — PASSAGES RELATIFS || A DES (| SOMMATIONS DE SERIES DE CupES, otc. Extraitdu Journal de

Mathématiques pures ot appliguées. tome X, 2¢ série, etc., page 38. lig. 20-23, 30~-30, page 36,
lig- i""gg ﬁ_uo
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» soui:me des carrés des mdmes nombres, 1| résulte deus mille deux cent spixante
» quinge.

» {4) Le toste ms. porte isi «un tiers o, Mals L'exemple qoi soit prouive quo ee n'est qu'une erreur
» de coplste »,

2 (5) 40 v G4 o 8% e ...k 0l = [.:-{l-hﬂ-&-s-a ...+(n-—1}-|-n--i} - {14-2-:-8-1-...-1-:; }]

s { 13 4. 22 4. 82 & ---*fl’}ﬂ %{6‘&54-15:1‘4-!0133—:.} . s

Pienre be Feawar, dans une lettre adressée le 4 novembre 1636, 2 RoservaL (*)
a donné cette somme. On lit en effet dans cette lettre (*%):

« Monsirus,

» Mo réservant 4 vous écrire une autre fois les défauls que j' ay trouvé dans vétre de-
» monstration & dans vitre Livre imprimé, gue J' espere vous faire advoller par vos pro-
» pres maximes , jo me contenteray de répondre presentement aux aulres points de vitre
» Lettre, & promierement vous scaurez que nous avons copcoury au méme medium
» sur le sujet de la somme des deux quarrez rationaux commensurables en lon-
» gueur appliquée au donble de la somme des cdtez, excedant d une figure quarrde.
» Yous vous estes servy aussi d'un méme medinm que moy en lo quadrature des paraboles
» solides quarre-guarrez, & & I'infini; mais vous supposez une chose vraye, de laquelle vous
» n’ avez pas peul«tre la démonstration précise, qui est que la somme des guarrez est
» plus que le tiers du cube, qui a pour costé le costé du plus grand quarré la somme des
» cubes plus que le quart du quarré-quarré, la somme des quarré-quarrez plus qu’ un cin-
» quiéme du quorrecube, &c. Or pour démontrer cela generalement, il faut étant don-
» né un nombre, In progressione naturali , trouver la somnme , non seulement de tous les
» ﬂuarraz & cubes, ce que les Authcurs qui ont éerit ont déja fait, mais eucore la somme
» des quatre-quarteg, quarre-cubes, &¢. ce que personne que je sgache n'a encore trouvé,
» & pouartant cette connoissance est belle & de grand usage, & n’ est pas des plus aisées ,
» j'en suis venu & bout avec beaucoup de peine, . .

» En voicy un exemple. 8i quadroplum maximi numeri binsrio auctum ducas in
n qiuadratum {rianguli numerorum , & & producto demas summam quadratorum a singu-
» ls flet summa quadrato-quadratornm quintupla. Il semble que Bachet , daus son traitté
» de mumeris multangulis, n'a pas voulu titer ces questions apres avoir fait celle des
» quarrez & des cubes : {e seray bien-aise que vous vous exerciez mur trouver la métho-
» fe tgane{ale, pour ‘v‘olrs: nous r:.ntcm;trerons. En toutdcas je vnusto e ttc::}ut c% que j'y ay
» fait, qui comprend enlierement tout ce qui se peut dire sur celte matitre. Voicy cepen-
» dant une trés-belle proposition , gul peut-dtre vous y servira, av moins c' est par son
» moyen Txe J'en suis venu & bout, C'est une régle que J'ay trouvée pour donner Ja somme
» non sculement des {riangles, ce qui a été fait par Bachet & les natres, mais encore des
» pyramides, triangulo-triangutorum, %ec. & I'infini, voicy la proposition ».

Le procédé de sommation indiqué par Fenwar ne difftre pas du procédé or-
dinaire du calcul inverse des différences, qui consiste  remplacer 2%, par une

(*} Cetle lettre imprimée dans le recueil intitulé « vAir1A OPERA | MATHEMATICA || D. PETRI DE

% FERMAT, [| SENATORIS TOLOSANL, {| Accesserunt solect® quadam ejusdem Epistolm, vel || ad ipsum &
» plerisque doclissimis viris Gallick, Lating, |! vel Italict, de rebus ad Mathematicas disciplinas, ||
» aut Physicam pertinentibus scriptm. || Toros&, | Apud joANNEM pECE, Comitioram Fuxensium
». Typographum, juxta || Collegium PP, Socielatis sEsv. || », pc. LXXIX » (page 146, page 144, lig.
1—28)- La méme lettre a dans ce recueil {page 146,lig. 1—2) le tilre suivant « Lettre de M. de Fer-
» mat & Monsieur de Roberval 4 Paris » et (page 146, lig. 3) la date suivants « Dy 4. Novembre
» 1636 ». En 1861 MM. Fricdlinder ont fait paralire & Berlin une reproduction identique & celte
édition. A’ la premidre page de cette reproduction (lig. 13—14), on lit:

¢ Nono inuchlo usi itorum oxpresserunt R, Friedlander & Filius,

b BEROLINE NDCCCLXL. »

(**) VARIA OPERA | MATHEMATICA || D. PETRI DE FERMAT, clg. » page 146, lig. 1—32, 38~—~390,
mgﬁ 25’ lig. l""gg 22"_'23- a
12
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somme de factorielles, dont on troufre aisément le total, & 'aide d’ane propriété
du triangle arithmdtique. On remarquera d'ailleurs que la formule déduite du
procédé de P'auteur arabe est préférable, dans Uapplication, & celle de Fsnuar,
puisque l'on voit de suite que la somme des n premiers bicarrés, est divisible
algébriquement par la somme des 7 premiers carrds; mais nous devons ajouter
cependant que c'est a Feamar que l'on doit, le premier, le principe de la mé-
thode géndrale pour trouver les sommes des puissances semblables des premiers
nombres entiers.

s 1 ]
Considérons, en géndral, une fonction
A fle) = fix =1) - flx) ,

ordonnée suivant les puissances de x, et dgale & la différence premibre d'une
fonction flr) pour une différence de I'argument dgale a Punité; soit, par exemple,

Aflx)=Ax™+ Ba™ '« ,. ..+ L2°;

si, dans cette dgalité, nous remplagons successivement par , 2, 3, .... (2—t),
et, si nous faisons la somme des égalités obtenues, nous avons

ﬂw) -f(i)ﬂASm +Bsm_,+. . '+I-S°,

ou encore, la formule symbolique

(t) AfS) =flx) - A1)
dans laquelle nous devons remplacer les exposants 0, 1,%,... m de S par des
indices, S, désignant la somme des m“** puissances des (x~ 1) premiers nom- -
bres entiers, et l'on a

S° = X—{,
Si nous supposons, en particalier, flx) = 2*, nous avons

@) St ) -8 =t -y,
formule bien connue; si nous supposons flac)= (x - 1)*, nous obtenons la formule

(3) S-S Afa(x-1),
que nous avons démontrée d’une autre manidre (®).

On peut, a l'aide des formules (2) et (3), calculer S,,, par voie de récutren-
ce, lorsque 1'on connait S, ., S,._,,.... Silonfait x =0 et & =1 dans ln
formule (2), on en déduit que S, est divisible algébriquement par le produit
x2(x—1) ou 28, . On a encore, par addition et soustraction, les formules

(*) NOUVELLES ANNALES || DE || MATHEMATIQUES [| JOURNAL efc. REDIGE( Pan Mat. GERONO, efc.
ET || Cu. pRIssE, ele. DEUXIEME S#atE || zoars QUATORZIEME otc. pARYg, elc. 1875, page 488. lig.
20—23, pages 489400, NOVEMBRE 1873,



(93)
(4) ' S+e) ~S ==+ (x—1)~1,
(s) S+ra) + (S~ - 28" = 2" (X~ 1)1,

qui permettent de calculer les sommes S de deux en deux. On obtient d'ail-
leurs b V'aide des formules (g), (3), (4) ou (), les résultats suivants :

i {
g 2
3 i
&a—wm?x+mw,
g 4 1
8 s—xte —2 + —a?,
4 2 4
i | | i
§ = — bz —2' + — 2 - —,
5 8 30
{ 4 5 4
8 & —ab g — 284 — gt =« — 2,
6 2 12 12
4 { 4 i ¢
2 6 A2
4 7 ? {
§, m— P mma? + — 2% - — 2t —
8 2 13 24 12
! 7 2 4
S = — X0 b — - — 2+ — X~ —,
3 15 9 30
1 4 3 7 4 3
8y @ — &5 — 29 4 — b - — b+ — 2t~ —
10 A 10 2 80
t 5 1 B
S0 Vgm0 d —a® - 27+ P~ — L+ —a,
1 6 g 66
g 1 4 1 1
1 9 13 8 6 8 12

Le signe ~ se rapporte a la somme des puissances des (x — 1) premiers nombres
entiers, et le signe + i la somme des puissances des x premiers.
On peut, par le méme procédé, obtenir un grand nombre d’autres formules;
si I'on fait flx)= (x +1)*, on a
(0) Brof =S+t =(x+) -2
en combinant cette formule avec (2), on a encore
(1) S+ -Solrs)ex*-9"—1;
soit, maintenant, flar) = (x -~ 2)*, on déduit de (1)
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(8) (S~1)~ (5 -2 = (2~ 2)* ~ {4},
ct, en combinant cette formule avec (3},
| (9) $' - (S—9)" = (2~ 2" + (&~ )} = (- )"

Les formales (7) et (o) donnent, par addition et soustraction, deux formules qui
permettent encore de calculer les sommes S de deux en deux. On peut aussi
employer, dans ce but, la suivante, déduite de la relation fondamentale (1) par
I'bypothése fix)=(x - 3)*, |

(10) @S+1)*-(28S-t)'=(3x~1)~1.

Cette formule a été donnde par M. GiLseat, au moyen de l'analyse inflnité-
simale (*). Mais le procédé que nous avons employé est plus simple, et peut
aussi servir a la sommation des puissances semblables des termes d'une progres-
sion arithmétique. D'ailleurs, il résulte immédiatement de la formule (o) que S,
est une fouction paire ou impaire de x~ 3, suivant que n est impair ou pair,

et l'on a ainsi
szu (%) = 0,

1l résulte encore des formules précédentes que S,,.., est divisible par 83 ou S .

§ 2.
§i 'on pose
n 8, (x)=¢ (x),
le polyndme ¢(x) de degré n satisfait 2 la relation

) : ¢o(x + 1) - g(x) = ne" ",
et l'on a aussi

¢lo) =0,  o¢(1)=0o0.
On peut donc poser I'égalité symbolique
(14) nS, . =x+B-B*,

dans laquelle on remplacera, aprés le développement, les exposants de B par
des indices; les nombres B, représentent des coefficients numériques que I'on
détermine par la condition ¢(1) =9, ou '

(12) (t + B)* ~ B* = 9,

ou, plus généralement encore par I'identité

(*) NOUVELLES ANNALES [| 98 | MATHEMATIQUES, [| JOUBNAL, elc. PAn M. GERONO, oftc. ET | J.
BOURGET, elc. DEUXTRME SERIE() TOME HUITIRME,olc. PARIS, ole. 1869, page 434, lig, 2297,
pages 438437, ocTopre 1867,
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(13) (x + Bat)f* = (xx+ B" = pan— .

Si, d’ailleurs on remplace flx) par ¢(x) dans la formule (1), on en déduit cette
conséquence importante que les coefficients B ne changent pas, lorsque 'on mo-
difie I'indice de S sans changer celui de B.

Ces coeflicients numériques sont connus sous le nom de Nombres de Ber-
nowlli. Jacques Bernountt les introduisit, le premier, dans 1'Analyse (™). Euisa
s'en est occupé souvent ; il a montré que ces nombres jouent un grand réle
dans plusieurs questions, et notamment dans la sommation des sdries. Nous
avons, du reste, a cause de la simplification des formules, modifi€ les diver-
ses notatious habitucllement en usage, Nous nous bornerons & faire remarquer
que Lon obtient la notation de Lacroix (**), employée par M. Cataran dans un
grand nombre de mémoires sur ce sujet, en retranchant une unité de Pindice
dans la notation présente.

Les nombres de Bernoulli sont respectivement dgaux aux coefficients de

z" . :
T dans le développement en série de la fonction
3
TS
' dpcyo ” ' v
de telle sorte que I'on a B, = 7 ou eacore, I'identité symbolique
%
1 e BB‘ .
(14) pr

Civcny a démontré que le développement de y est toujours convergent, pour
toutes les valeurs de z dont le module est inférieur 4 2.
Pour le calcul des nombres de Bernoulli, on se sert de la formule (12), on

{*) sAcosy BERNOULLY | Profess. Basil. & usriusque Societ. Reg. Scientiar, [ Gall. & Pruss, So-
dal. | MaTrEMATICT CELEBERRIMI, [ ARS CONIECTANDI, | 0PUS POSTHUMUM. || dccedit || TRACTsTUS Il
DE SERTEBUS INFINITIS, | Bt BrisToLA Gallicd scripta ] bE LUDO PILAE | RETICULARIS || BASILEE, i
Impensis TaUANISIORUNM, Fratrum. {| cI> Iocc xrr, page 97, lig. 8—30, page 98, page 99, lig. 1—8.
~ THE || DOCYRINE || OF [| PRRMUT T IONS AND CONBINATIONS, [} BEING || AN ESSENTIAL AND FUN-
DAMENTAL PART | OF THE [l DOCTRINE OF CHANCES, [| As it is delivered by Mr. samss memwousuy,
eft. YOGETHER WITH || SOME OTHER USEFUL MATHEMATICAL TRACTS || PUBLISHED BY || FRANCIS MA-
SERES, ESQ. (| CURSITOR BARON OF THE COUAT OF EXCHEQUER. [| LONDON: [| SOLD BY B. AND J. WHI-
TE, FLEET-STREET || 1795, page 38, page 33, lig. 1—21.

(**) TratTE || DRS DIFFERENcEs | BT | pES sER1ES , | Faisant suite au Tralté du Caleu! différen-
tiel o¢ du Calcul intégral, [ paR 8. F. LAGROIX [| & PARTS, | CheZ 7. B. A avphaT, Libraire pour les
Mathématiques, (| quai des Augusting. || Ax vir==1800, page 106, lig. 5--86 , page 408, page 107,
lig. 1—3, m? 919, — TRAITE [ bU || CALCUL DIFFERENTIEL || BT || DU CALCUL INTAGRAL s | PAR 5. P
LACROIX [} SECONDE EDITION , REVUE ET AUGMENTEE [| TOME TROISIEME » elc. PARIS, olc. 1819,
nt! 974, 976,



(96 )
des suivantes obtenues en faisant successivement dans la formule (13), x égal
a +4, =4 ou —3:

(18) B+g)«(Bai)ftan,
(18) B~ (B - 1) = n(~ 4y
(11) (2B + 1)" ~ (a B —~ 4)* = a (= 1J*=s,

Cette dernitre relation fait voir que ’on a, généralement, B

ey = 0
On a d’aillcurs,

B, =41, B, ---7:-, B, =+-§-, B, n-—-s-l-)
B mviss Be-sos Bessa,  Bya- 3,
B:4'="*“"?""s B:G"'"'EEE" 13"'5"3'2?1! ao“"wﬁ
6 510 198 330
B, = R . Bym- 236364091 | B = o 2000103 )
138 8730 8 870
By, = . 201384276008 L
14328
Si l'on remarque encore que S,, s'annule pour a = §, on a, puisque B,,,, est nul:
(18) 2B+ 1) = o,
On tire encore des formules précédentes la formule
(19) :—%ﬁ =nS,..+B,,

qui conduit & des théortmes connus, et qui permet de calculer rapidement S,
par voie d'intégration, en déterminant chaque fois la constante.
Mais lés formules précédentes rentrent toutes dans une formule plus géné-

rale que nous allons établir. Si I'on remarque, en effet, que S,iw) devient é-

gal a B, lorsque x g'annule pour n différent de zéro, on obtient dans la for-
mule (1) mise sous la forme

LEDE R DRYY === [0 -0

x

et faisant ensuite x égal a ze’ro, le résultat
(30 fB+ )= f1B) = £0),

on plus généralement, en remplagant f{x) par g(x + 2),
(21) ¢(B + ¢ +3) - ¢(B + z) = 9'(3).

T
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Nous pouvons obtenir, au moyen de celte formule, toutes celles (ui servent an
calcul des nombres de Bernoulli, et en découvrir de nouvelles,

1.° Soit fla) successivement égal a €**, sin(x ~ §)z, cos(ac — L)z, on trouve

z w

s z . b
22 - R n— cos Bz =— cotg — sin Bz = — —
(32) et =1’ g B 2
2% Soit
() m(x+z)(x+z3+8).....(2+2+n),
on a
B+rz+t Bagz+2a Brz+n z+ngt 1 1
(ﬂﬂ] ! I B I = e e P — '
z z+{ 2+n-4 n+il.z z+3 Z+n
et, pour z =4,
B+s B+3 B+n 1+ 1 1 {
(24) . . v o s R B R R
1 9 n-t 4§ 8 3 n
En se servant de i'élégante formule
1 4 | 1 1 4
P 4+ . a“"""‘"“i"‘“"""““-ot""‘-"!
n+i n+8 sn 2 3 2n

due & M.* Carauan (*), on peut exprimer le dernier membre de celle~ci, en
fonction des nombres de Bernoulli. On a ainsi

Baenae Ben+s Beeon + t 4 1
(25) . v e el R R et .
n +1 n+2 2N -1 1 8 3 an.
§ 3.

La formule bien connue
3 2
- tang-—-;a cotg s ~ cotg--s—-,
z .
nous donne, en remplacant cotg z et cotg + leurs valeurs déduites de la

seconde des formules (22),

~ tang -%- «2[coseBz—cos Bz,
et, en posant
{26) P,=2(t-9"B,,

(*) BULLETING | DR |} 1’ ACAPEMIE ROYALE |) DES || SCIENCES , DES LETTREE EY DES BEAUX-ARTS |)
DE BELGIQUE. [| QUARANTE ET UNIEME AKNEE — 2me gfg, 7. XXXIV. || BRUXELLES, || ¥. HAYEZ, IM-
PRIMEUR DE L'ACADEMIE ROYALE DE BELGIQUE. | 1872, page 26 , lig, 14—46, N° 7. Séance du 6
Juillet 4872, - NOTE § SUR || UNE FORMULE DE M. BOTESU, [| PE 1ASSY (ROUMANIE); || PAR | 8. CATA-
AN, [ A380GT2 DE 1'ACADEMIE ROYALE DE BELGIQUE. (Iu 4° de 41 pages, dans la seconde desquel-

les on lit: « Extrait des Bulletins de I' Académis royale de Belgique, 200 série, t. XXXIV , n?
» 1; juillet 1872, [| Bruxelles, impr, de F. Havzz »), pege 3, lig, §—10,
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Nous obtenons

2
% tang — =cos Pz,

en ayuant soin de remplacer P, par 0. M. Catavan (%) a fait remarquer l'im-
portance des coefficients P,, entiers et impairs, considérés par Evies, et dont le
calcul est préférable a celui des nombres bernoulliens.
En retranchant membre 3 membre les identités
(B +q)"+ < (g Bpats | (B4 g)ants o Bt
on a la relation de récurrence

-

(27) (2 P + g)pnbt o panetr,

Mais on a, plus généralement, la formule suivante
(28) ﬂP-f-z-wi)-f(P-i-zui)an[f’(z)--f'(z-i)],

¢t, en faisant flx) = (x ~1)", on a

(20) (P+1)*~ (P - 1) =an(~ ) .
On en déduit immédiatement que P, =0; de plus,

Po=0, P =1y, Pimst, Pimey, Prsasy, Pg = -1,

L’équation générale (28) donne pour z=1,

() P +3) = fB= 2 [£'0)~1'(0) ]

Faisons successivement flx) égal a e**, sin{x—1)s,

Plou ‘55’ LN R

cos(x~1)z, ... , nous obtenons
23
{1+ ¢

2 .
(3) ef’ = ) cost--:ztg-;, sin Pz=132,

Soit enfin

flxy o (x vz il +24+9) ..., (2 +z+8n-1),
il vient

(*) coMPTES RENDUS || HEBDOMADAIRES || DES SEANCES | oF L AGADEMIF DES SciEncEs, ele.
ME CINQUANTE—QUATRIEME {| JANVIER~JUIN 1802 | paRts, || MALLET-BACHELIER, etc., 1802, page 1033,
lig. 1—14, No 18, sfance by LUNDT 12 Matr {862, —~ ACADEMIE ROYALE DE BELGIQUE. | { EXTRALY
DU TOME XXXVIt DES MEVOIRES), | SUR [| LES NOMBRES DE BERNOULLI ET D'EULER |l eT | sSUR QUEL-
QUES INTEGRALES DEFINIES, || PAR || E. CATALAN. || ( Mémoire présentd A la classe des sciences le 6
aveil 1867.) (In 42, de 19 pages, dans la seconde desquelles on Jit: « Bruxelles, imp. de M. Havez »),
page 3, lig. 5—13, page 4, poge 5, lig. 4—86. — Les nombres P ont 6t6 considérés avant M. Ca-
TALAN, par M. GENOCCHI (ANNALL || DI SCTENZE [| MATEM\TICHE E FISICHE || COMPILATI || DA [| BAR-
NABA TORTOLINT, elc. TOMO TERZO [| ROMA, ele. 4833, pages 395403, SETTEMBRE 1882, — IN-
TORNO || ALL’ ESPRESSIONE GENERALE || DE'NUMERI BERNULLIANI | ¥oT4 1l bRL S1GROR AVVOCATO |} AN-
GELO GENOGCHT || ESTRATTA DAGLI ANNALI DI SCIENZE | MATEMATICHRE B FISICHE || PUBSLICATI 1IN

ROMA [l SEYTEMBRE 1852 || ROMA [ TIPOGRAFIA DELLE BELLE ARTI 14852, In 8°, de 13 pages), qui

cn a déduit des conséquences importantes au sujot de la résolution de I'équation’ indéterminé A* +
B* - C* = 0, cn nombres entiers,

TO-

gt B B
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(32) nP+z2+3)Pezes)...(P+z+2n-1)

!
=z +8)(z +4). .....(z+2n) Prr i "'+z+9n]
4

—-(z-&-i)(z*%)....(z-l-sn-i)[-j—+-l-+...+

Zki 243 z + gn-a]'
On déduit encore de 1'identité -
e (1L +e)=2z,

et pour n > 4, la relation symholique

Si I'on suppose n dgal a 24, ot si 'on admet que les coefficients P, d'in-
dice inférieur & 24, sont entiers et impairs, on a la congruence

gPy,+27-2=0, (Mod.s2)

puisque la somme des coefficients d'ordre impair dans.la puissance 3¢ dun bi

néme est, en exceptant les exrémes, égale & 27~ 2; donc P,, est toujours
entier et impair. '

§ 4.

Considérons la série des = quantitds
ut, u’,ua’OOO,up, OOOO.ux’

¢t formons une table de multiplication en écrivant successivement les uns aun

dessous des autres, les produits des termes de la série précédente, par ceux de
la série |

Vs Vas V35 «0vgPpy eiry Uy,
la somme des termes de la table sera dgale au produit des sommes des deux

séries, que nous désignerons par U, et V., ainsi qu'on le voit, en faisant I'ad-
dition par lignes ou par colonnes.

Mais, d'autre part, si I'on prend la somme des p premiers termes de la ta-
ble qui se trouvent dans la p?m ligne, et les (p - 1) premiers de la p™ co.
lonne, on a, pour expression de leur somme,

U, Voo, Uy =s, 0,5
par suite, en faisant la somme de ces expressions de p=1 & p=ax, on retrouve
la somme des termes de la table, et on a la formule '
peax pe=e
(33) ) J -zl(u,, V,+9,U,)+ S!u, Vp=0,
pe= pes

et, si I'on suppose Vp=U,, ON &
43
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=

(34) U IJP * 2 up = [,

-—..-.*.& p=4
Si I'on fait, par exemple,

Upoplp+i)....(pra-1),
U, =p(p+i)....(p+a)

a+1

on &

et la formule (34) nous doane

p=s
g(go +a=t)u,=(a+ 1)UL,
Si l'on pose encore, dans la formule {as),
4

.“r"' Po+d. .. pra=1)’

on a

| i
a s l i‘ a L ] (a i) w l ’)w l s) LI I T ] (P ‘ a l)]

p=x _ 2 _ 9
pgl (2p +a - 2 PR P U.

De méme, si l'on fait, dans Ja formule (33)
1

- {(a ~3)UL .

“Pﬁm y &y =d
on déduit
p=x
- =t
P§l P‘P*i)[”(a W= e

et, par exemple, en supposant a ={, et faisant augmenter = indéfiniment
15 3 28 3 g 8 L 48 Y

| — )

+ . , .
TR T E TR T A
On a encore, en effectuant le quotiént de ¢ + (2 - 1)p* par p(p + 1), la formule

'~ i-pla-1) a*+!
2 Pty T

et ainsi, en particulier, pour 2 =2 et ¢ = £,

{ 2 3 gP+t
"'"'02'1""“'12’"""-.33*.;'.4' P .ﬁpg—-—._”
2.3 3.4 A8 (p+ 1)p +9) p+e
3 1 4 i 5 4 p+2 1 1 1

e e e et =] - '
2 2 a3 ¢ 34 2 p(p-H) % p+t o
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§ 5.

Si, dans la formule (33), nous posons u, =p™ et v, =p", nous ohtenons la for-
mule symbolique |

(S + Byt —Bete . S (S + Byt o Bt
"1 m+ 1

dans laquelle on prendra pour B, Ia valeur + §, ainsi que dans les formules
suivantes; on a encore, pour m =n

(30) I [8% = 8] = 78 4 B - §7 B,

On obtient ainsi, en particulier, les formules :
S: =z Sa ¥
§; = %‘85 *3 8,
() {8} 48,48,
Bi=28+38, - %55,

Y

‘35’ S,,‘ S,‘ ¥ Onien = Sm

4

et, inversement
2S3=$Sf,
3S5='BS:-- :,
(3) ( 28,=48'-38+8¢,

H %0 ¢2 i1 ¢t it pg
289955‘--—; S8 +—§~S"“ TS‘ '

] ] 1 ] L] » L] L) v L) + ] L] L} L] L] *

(*) Dauns tne lettre de M. C. Schumacher & C. F. Gauss, publide en 1863 { Briefwechsel |
swischen [| G, F. Gauss und H. C. Schumacher. {| Herausgegeben |l von | C. A. F, Pelers.' || Funfter
Band. { Aitona. || Drack von Gustav Esch. || 1863, page 298, lig. 2034, pages 209—300, page 204,
lig. 1—6), et.qui a la signature et date suivantes (Briefwechsel | ewischen | C. F, Gauss und H. C,
Schumacher, etc. Finfler Band, etc., page 301, lig. 4—8): « Thr ewig dankbarer | H. C. Schuma-
» cher » on lit (Briefwechsel || swischen || C. ¥. Ganss und H. C. Schumacher, efe. Filnfter Band,
Band, etc., page 299, lig. 10--24) :

¢ M. Jacohi homockt sonit’ in diesom Briofs in Bexug auf dic

% Suoime der Poteasen der nshulichea Zehlen , dess freilich die

» Relation P’Hﬂ‘]’ sz Byt feolirt etehe, daes sher die Bammen von

» swel und mehreren disser Rellien mit bestimmion Coeficionton

» multiplicirt gleich einer Potens ciner cinseluen seyn kSanen, 1. 8.
» §(50? ¥ %a8) = (Za%)2 = (a7 )¥

» Dass (Zp')? e= Lg8, sagt Jacobl , stehe schon in Luea di
» Borgos Summs Arithmeties.
* Aus einer Neuplatoniker theilt or mir noch einen eleganten
* Bstx mit Gber die Braougung der Cuben (nfeht allein der Qua- '
s deate) aus der Summation der ungersdon Zablen , wotn man
» bef den Cuben fmmer dlo folgenden ungersden Zablen nimmt ,
» statt, wie hel den Quadraton immer von vorus snsufsngen,

» fe=i2, {43282, 44 3-Beads, 1438|7242 efe.
N fe=g3, GBSy, T O 442508, 434484t 74 19:=43, 0lc. »
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Si T'on divise tous les tormes de la formule (38) par =, et si I'on fait en-
suite & =0, on obtient la formule
(B + B)'+t . B+ -l (B + Byt . Bris
no+ 4 m e+ 4

‘

(a9) Bapn =™

dans laquelle on doit remplacer, apris le développement, 8. par B, (puisque
§-’-’-‘£-rl devient dégal a B, pour x dgal & zéro), et B, par + §.
Si l'on fait m=1 et n=gg ~ 1, on obtient la formule
(B+ P « (3g — 1) B =0,
donnde, sous une autre forme, par M. Wononrzorr (¥}, et par M. Lg Paias (**).
§ 6.

En désignant par T, la somme des puissances m*=* des (x-3) premiers
nombres impairs, on déduit du développement de (3x —1)", en y remplacant
successivement & par 1,2, 3, ... (x~1), et en faisant la somme des résultats

Tu= (88— 12)".

Inversement, on déduit du développement de (3 +1)™, en y remplacant suc-
cessivement 22 par 4, 3,35,.. . (3x - 3), et faisant la somme des résultats

(a8)"= (T « 4™

Les formules précédentes nous prouvent 1’ équivalence des symboles 2§ et
T + 1, dans les transformations des équations algébriques. On a ainsi, au moyen

de D'équation (1), en changeant flxx) en g(x - 4), et S en I-g—‘- , la relation

?(T:i)“? (1-}3)%(&—- 1) ~ ¢(o}

On obtient la somme des puissances semblables des (x—1) premiers nombres
impairs, par la remarque suivante (***). La somme des m'*™ puissances des

(*) NOUVELLES ANNALES || DE {| MATHEMATIQUES. [ JOURNAL DES CANDIDATS || AUX ECOLES PO~
LYTECHNIQUE ET NOAMALE [l nép168 | PAR 1. cBRONO, eté. ET CH. BRISSE, etc. DEUXIEME SERIE.||
T0MEB QUINZIZAE. || PUBLICATION FONDEE EN {842, etc. Pants, eto. $876, page 46, lig. 9, sanviEn
1876.

{**) NOUVELLE || CORRESPONDANCE [| MATHEMATIQUE || REDIGEE PAR || EUGENE CATALAN, |} ANCIEN
ELEVE, etc, TOME ODBUXIRME, | 1876, | snuxeLLes, etc. 1876, page 127, lig. 2—6, sANvIER 1876

(***} LAGROTX (TRAITE [| DE {j CALCUL DIFPERENTIEL, clc, SECONDE BDITION, élc. TOME TROI~
stiME, elc., page 445, lig. 5—28, page 446, lig. 1—11, page 759, col. 23, lig. §0—46) attribue cotte
romargue & LoreNa. Dautre part, en téte du volume 1IN, liste des cuvrages étudiés (rrRarTé [jou |}
CALCUL DIFFERENTIRL, olc. SECONDE BDITION, ol¢, TOME TROISIEME , efc. , page ix, col. 2*, lig.
3—8), LAcrOIX renvoie & un volume des années 1786—1787 des Mémoires d¢ Turin. Cetle remarque
se trouve, poua la somme des cubes des nombres impairs. développée par Ibn Almadjdi (amwan:
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(8x) premiers nombres entiers est égale 2 Ja somme des m®mer puissances des
x premiers nombres impairs, augmentée du produit par 2™ de la somme des
mémes puissances des x premiers nombres entiers. Donc, en désignant main-
tenant par T, la somme des m* puissances des & premiers nombres impairs,

on a
BTram=(@x + B ~B ="~ [ (2 + By =B ],
ou bien
nT,_y=(3x +R®*~R";

les coefficients R, sont donnés par la formule
R, =B, (1 -2"),
et, en général, par la formule
fle+R)=f(z+B)-§f(c+2B)
On a ainsi pour les nombres R, les valeurs suivantes
" Ry=+fy Bymwi, Ryow i, Rem-lt

48t
et R, est égal a zéro.
8i nous posons dans P'expression de T,..,, l'égalité y =22 +1, et si nous
remplagons ensuite par y par y + 1, nous obtenons, par différence
' ny"te(y + R+ —(y +R—1)*;
plus gdndralement ,

F'N=fy+B+a)~f(r+R-y,
et, pour =0, ,
£'0)=f® +1) = fR ~1)
Cette dernitre dgalité donne, dans I'hypothise f(y)= e,
R, %
€ ed -3 ’

et, powr fly)=sinys,

z
cost=§cosécz.

La convergence de ces deux séries a lieu pour toutes les valeurs réelles on ima-
ginsires de z dont le module est inférieur & =.

On peut trouver pour les nombres R un grand nombre de formules sembla:u-

DI MATBMATICA [} PURA ED APPLIGATA ] PUBBLICATT DA || RARNABA TORTOLINI, etc, TOMO VI, etc. ,
Page 239, lig, 4-—13, —~ PASSAGES RELATIVS || A DES SOMMATIONS DE SERIES DE QUBES {| EXIRAITS]|
DE DBEX MANUSCRITS ARABES INEDITS [| DU BRIT'ISH MUSEUM DE LONDRES I coTes N9t cCecxvir ET
GCCCXIX DES MANUSCRITS ORIENTAUX (N.9 7468 et 7470 DES MANUSCRITS ADDITIONKELS) [| PAR M.
F. WORPCKE, etc., page 16, lig, 9—15).
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bles a celles qui ont été donndes pour les nombres de Beruoulli. Nous indi-
quorons plus particulitrement les suivantes:

R+z+a Raz ey Rezgean

z+en+i[1 i 4 ]
st = L] AT O *
-t Z+3 Z+2 R an +8 Lavt z+3 2+ SN+t
Si Fon dgale successivement z 2 0, +1, — 1, on a
8
R+2 R+4 Rws R+an 2n+1[1 T | 4 _‘
s * 'EEY = “"‘""‘!"""‘ evns P »
3 3 5 2n-t sn+2l4 8 3 %24 A
R+3 R+8 R+1 Re«gsn+t ¢+ ¢ 1 4
+ . neny ="'+"'""'-+ao.g.+
p) 4 6 N 2 4 ¢ on + 8

(R+1)(B+a)(R+5)....(R+sn-1)==;;—’£—;.n. 2o ... (2n)

On peut encore exprimer T, en fonction du dernier terme z=92 4 ; on
trouvera ainsi la formule suivante, dans laquelle B, =+,

3n T, , =(z+3Bp 2R,

et Yon voit que, pour z=0, T,_, devient égal a Ei;; . Si donc on fait dans
la formule (33), les hypothtses

up=’(9P"i)'": "p=(3P"1)“’
on obtient

T.T, + Torgon = T (T +2 B)*+t g Ro-ts o T (T+2 Bt — g R

8(rn + 1)

et, pour m=n, en supposant B, naul,
(n ot l) Tg = Ta [(T " 2B)n+t — g Rt ].

En faisant z =0, on obtient de nouvelles relations entre les nombres B et P,
car les R disparaissent de I'équation précédente.

§ 8.

On peut obtenir, plus généralement, la somme des puissances semblables des
termes d’une progression arithmétique

o(m + 1) '

@y, a+r, a+r, ...,a+{x-1)r
Soit, en effet, la fonction

'Aﬂz) =flz + r) ""ﬂz) ’

ordonnée suivant les puissances de z, et égale & la différence premiére d'une
fonction f{z) pour une différence de I'argament égale i la raison r dela pro-
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gression arithmétique. Si, dans cette dgalité, nous remplacous successivement z
par d, a+r,a+2r,....a+x~1)r, etsinous faisons la somme des iden-
titds obtenues, nous trouvons, en désignant encore par Z,, la somme des méme:
puissances des termes de la progression, la formule symbolique

fZ +r)-fl)=fla + 2r) - fla),

dans laquelle nous devons remplacer les exposants de Z par des indices, et £,
par a,

En supposant, par exemple, fiz) = 5”, nous obtenons
Z+rf* 1" (@ + xr)" ~a™;
en supposant f{z)=(z ~ )", nous obtenons
"L ~rft=fa+(x—1)r]" —la-r"
Par suite, en ajoutant membre & membre les deux relations précédentes,
Z+r)~l=rt=(@a+2rf"— a™ +(a + (X~ 4) 1)* ={a-rm

Si donc nous supposons que m désigne un nombre pair, le premier membre ne
contient aprés le développement, que les sommes Z d'indice impair; mais le
second membre devient identiquement nul par les deux hypothdses successives
& =0, et 2a+(x~4)r=0; par conséquent, le premier membre est tonjours di-
visible par le produit de x par sa + (2 - 4)r qui représente le double de la
somme Z, des termes de la progression. On a donc le théortme suivant que
nous avons énoncé autrefois sans démonstration (*) :

Tutontue. ~ La somme des puissances semblables impaires des x premiers
termes d'une progression arithmdtique est divisible algébriguement par la
somme des x premiers termes, quel que soit x.

Dans le cas particulier de m =3, on obtient la formule suivante, donnde par
LeBgsouk, a Poccasion d'un probléme posé par M. le Prince B. Boxconracns, et dont
il sera parlé ultérieurement (**)

4h=2, [pa+z=1r)+ (2"~ )" ]

(*) BULLETIN [ DR LA [ SOCIETE D'EMULATION | DU | DEPARTEMENT DE LALLYER | (sc1ENCES, ARTS
ET BELLES-LETTRES.) | TOME XII || MOULINS || IMPRIMERIE DE C. DESROSIERS [| MDCCOLX X1l , page
258, lig. 16—20. -~ RECHERCHES [} SUR [| L’ANALYSE INDETERMINEE || BT L' ARITAMETIQUE DE blO~
PUANTE [| PAR || Edovard rucas, ete. (EXTRAIY DU BULLETTIN DE LA SOGIETE D’EMULATION DE 1°AL-
LIER,) [} MOULINS | IMPRIMERIE D €, DESROSIERS 4873, page 88, lig. 15—20.

(**) ANNALI || DI MATEMATICA [| PURA ED APPLICATA || COMPILATE || DA BARNABA TORTOLINI, etc.
TOMO V., elc, ROMA, elc. $B84. «— INTORNO | Ap UN || PROBLEMA INDETERMINATO || LETTERE INDI-
RIZZATE | DAL 81G. V. A, LE BESGUE || Professore onorario della Facolta delle Scienredi Bordeaux ||
E ] pAL 816, ANGELO cENOCCH! [} Professore df Matematica nella Regia Universith di Torino | 4 v. 8.
poncomPAGNI || Estratte dagli Annali di Matematica pura ed applicata || compilati da Barnasa Tor-
TOLINL || Tomo V, n? 6 | noMa || TIPOGRAFIA DELLE SCIENXE MATEMATICHE E FISICHE || Via Lata N*
241 A, 1864, page 3, lig. 42.
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On peut, comme pour la progression des nombres natuvels, obtenir au moyen
du calcul symbolique un grand nombre de formules nouvelles, propres & faci-
liter le calcul des sommes Z. Ainsi, on a

Z+r"+@—-rf* ~3L" =(a + 2r)"-(a " g ry* - a™ +(a - r)™,
On a encore, en faisant flz) = ( - -:—)m, la formule

@Z+r*~@Ll-r"=[2a+@x —t)r " -[2a-¢]"

On peut aussi exprimer les sommes Z en fonction des sommes 8; mais, daps
ce qui va suivre, nous ne ferons commencer la progression arithmétique qu'au
second terme a+r; on a ainsi, en faisant le développement de (e + z r)", et
additionnant les résultats obtenus successivement par les hypothtses z =1, 3, 3,
+vvsx =1, la formule symbolique

I™=(a «r8*;

(.

ainsi qu'on peut le démontrer comme pour les nombres impairs; de telle sorte
que les symboles Z et- @ + r 8 sont équivalents dans les transformations des for-
mules algébriques. Par suite, la formule (¢} nous donue

A52)-1055) -0

(*) On trouve d'autres développements sur cetle question dans un teavail présentd & I’Académie
des Sciences dans la séance du 4 septembre 187¢ ( COMpTES RENDUS || HEBDOMADAIRES || DES SEANw
CES DE L’ ACADAMIE DES SCIENCES, etC. TOME QUATRE-VINGT-TROISIEME. || JUILLET-DECEMBRE $8786]|
PARIS, clc. 1878, efe., page 539, lig. 13—29, pag. 540, page 544, lig. 122, N? 10, S£ANCE 0U LUN-
o1 4 SEPTEMBRE 4876. — TAdorie nouvelle des nombres de Bernoulli et &’Euler: | Par M, . LUCAS
(In 4.0, de 3 pages, dans la troisidme desquelles, numérotée 3 (lig. 18-—18) on lit + « (4 septembro 1876)|]
CAUTHIZR-VILLARG, IMPRIMEUR-LIBRAIRE DES COMPTES RENDUS DES SRANCES DE L' ACADEMIE DES
» sciences |} Pavis. -~ Quai des Augusting, 5% », et dans d'autres écrits publiés en Novembre 1876
(NOUVELLE || CORRESPONDANCE {| MATHEMATIQUE || REDIGEE PAR [| EUGENE CATALAN, elc. TOME DEU-
xTEME || 1876. | BRUXELLES, ete. 1876, page 338, lig. 1319, pages 329337, page 338, lig. 1—8 ,
NOVEMBRE 4876. ~~ SUR LE CALCUL SYMBOLIQUE || DES ] NOMBRES DR SEANOULLI; | PAR [} M, EDOUARD
LUCAS, [| PROFESSEUR AU LYCEE cHARLEMAGNE | (Bxtrait de la Nouvelle Correspondance Mathéma-
tigue , tome 1 |} livraisoni de novembre 1876.)]) BRUXELLES, || F. BAYEZ, IMPRIMEUR DE L'ACADEMIE
ROYALE. [| 1874 (In 8%, de 42 pages), janvier 4877 —— ANNALY{] Dt MATEMATICA || PURA BD APPLICATAL
DIRETTI DAL prof. Francesco Brioschi v misano , ete. serte 11, || Tomo viiL | Fascicouo [*(Gen-
najo 4877.) | MILANO G. BERNARDONI EDITORE TIPOGRAFO 1877, ~ THEORIE NOUVELLE || DES NOM-
BRES DE BERNOULLI ET D'EULER [ AR | M. Epouanp nucas || professeur au lycée Charlemagne || 2
Paris | Bstratta dagll | Annali di Matematica pure ed applicata |) Serie 11> -~ Tomo VI, | (da pagina
46 a pagina 79) ( In 4%, de 24 pages), et en mars {877 (NOUVELLE [| CORRESPONDANCE | MATHENA~
TIQUE, olc. TOME TROISIEME || MARS 1877, etc., page 09, lig. 1781, pages 60—T3,page 73, lig. 1—12).

on a inversement
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CHAPITRE V.

SUR DIVERS PROBLEMES D'ARITHMETIQUE.

§ 1.

SUR L'INVENTION DES NOMBRES PARFAITS.

En désignant par @,b,c,. .., les facteurs premiers différents d'un nombre
N donné par l'expression

Nwa*bPer....,
on seit ue la somme 8 des diviseurs de N, en y comprenant I' unité et le
nombre N lui~-méme, est fournie par la formule
@by BRI Ly gy
x x x I I N ]
a-1 b—1 c—1

§ =’

D'ailleurs il est facile de voir que 8 est tovjours plus grand que N; mais ,
si 'on ne tient pas compte dans celte somme du nombre N, et si I'on se borne,
comme on disait autrefois, a ses parties aliguotes , il peut se présenter trois
cas distincts :

1. Le nombre N est égal & la somme de ses parties aliquotes; on appelait
autrefois un nombre parfait.

2.° Le nombre N est supérieur & la somme de ses parties aliquotes; on I'ap-
pelait nombre deficient.

3.° Le nombre N est inférieur & la somme de ses parties aliquotes; on I'ap-
pelait autrefois nombre abondant.

Les mathémaliciens des sidcles passés se sont passionnés pour le calcul de
ces nombres, auxquels ils accordaient des vertus singulitres; mais leur étude
a été délaissée de nos jours, i cause de son manque de portde pratique: Il n'en est
pas moins intéressant de rechercher les méthodes qui servaient a leur invention.

La discussion approfondie des exemples donnds par Feruat et ses contempo-
rains, m'autorise & penser que cet illustre savant, regardé par Lacrance « comme
» le premier inventeur des nouveaux caleuls » (*), employait dans cette théo-
rie, comme dans toutes celles qu'il a créées, mais laissées inachevées, sur Iarith-
métique supérieure, la considération des séries recurrentes, de premiére espé-
ce, c'est—a~dire cclles dans Jesquelles la différence des racines de 1'équation du
second degré correspondante, est réelle et rationnelle.

Nous avons fait remarquer dans le chapitre [, en prenant comme exemple la

J——

(*} « On peut regarder Fermat comme le premier inventeur des |j nouveaux calculs » {LEgoxs ||
SUR [| LE CALCUL [| DES FONCTIONS, ]| NOUVELLE EDITION, ete,, page 321, lig. 28--29).

14
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série récurrente de seconde espdoe, de Fisonaets, importance des propriétés
de ces séries dans la théoric des nombres premiers; nous allons faire voir que
leur importance n'est pas moindre pour artiver a la connaissance des nombres

parfaits, et plus géndralement des nombres ayant, avec la summe de lenrs par-
ties aliquotes, un rapport simple.

Mais il est d'abord indispensable de donner le tableau des facteurs premiers
de la série récurrente analogue & celle de Fisonacer, et déterminde par la formule

unﬂg‘"io

On trouve, dans la correspondance de Fgraat, les énoncés d'un certain nombre
de propriétés remarquables de cette série, que I'on déduit de la progression
double. Daus une lettre de Feruat au Pire Mgnspxns (*) on lit en effet (**)

« Ce que j'estime lo plus est cet abbregé pour I'invention des nombres parfaits, & ‘(’luoy
» je suis résoly de m'altacher, si Monsieur Frénicle ne me fait part de sa méthode. oicy
» trois propositions que j'av trouvées, sur lesquelles j'espére de faire un grand hastiment,

» Les nombres moindres de 1° unitd gue ceux qui procédent de fa progression double,
» comne

» 1 2 3 4 8 6 7 8 9 10

» t 3 v 13 3 83 127 256 511 4023
» 44 42 13 2047 4095 8194

» Soient appelles les nombres parfaits, parceque toutes les fois qu’ ils sont premiers
» ils les produisent. Mettez au dessus de ces nombres, autant en progression naturelle
» 4. 2. 3. &e. qui soient appellez leurs exposans,

» Cela surposé, je dis, .

» 1. Que lors que |'exposant d’'un nombre radical est compose, son radical est aussi com-
2 pmu‘s5 » Comme parceque 6. expusant de 03, est composé, je dis que 63. est auesi com-
» posé,

}: 2. Lors que I’ exposant est nombre premier, je dis que son radical moins I’ unité est
» mesuré par le double de I’ exposant, comme parceque 7. exposant de 127. est nwombre
» premier, je dis que 126, est maultiple de 14.

» 3. Lors que I’ exposant est nombre premier, je dis que son radical ne peut étre me-
» guré par aucun nombre premier que par cenx qui sont plus grands de I’ unjlé qu un
» multiple du double de l'exposant, ou que le double de 1'exposant. Comumne garce que 4.
» exposant de 2047, est nombre premier , jo dis qu’il ne peut 8tre mesur que par un
» nombre plus grand de I'unité que 22. comme 23. ou bien par un nombre plus grand de
» I unité qu’ un multiple de 22. en effet 2047. n'est mesuré que par 23. & 89. daguel si
» vous Otez I’ unité, reste 88, multiple de 22. .

» Yoila trois fort belles (!:ropositiom c!ue j' at trouvées & prouvées non sans peine. Jo
» les puis sppetler les fondements de I' invenlion des nombres parfaits. Je ne doute pas
»n gue Munsieur Frénicle ne soit allé plus uvant; mais je ne fais que commencer, & sans
» doute ces proposilions pesaeron b pour trés-belles dans I'esprit de cenx qui n’ont pas

» beaucoup épluché ces matidres, & jo seray bien aise d’apprendre ls sentiment de Mon-
» sieur de Roberval, »

{*) VARIA OPERA ) MATHEMATICA | D. PETRI DE FERMAT, 6Ce., page 170, lig. 9-—44, page 177,
page 178, lig. 1—2. — MEMOIRES [} DE || L'ACADEMIE 1MPERIALE || DES STIENCES, elc. DE TOULOUSE;!
Quatriéme Série || Tome 111, etc., page 147, lig. 36—33, pages 148—149, page 180, lig. 4~0. —
PRECIS || DES [| RUVAES MATHEMATIQUES || BE P. FERMAT || ET DE L'ARITHMETIQUE DE DIOPHANTE; i
PAR E. BRASSINNE, elc., page 147, lig. 2033, pages 148—149, page 150, lig. 1—~0. — Cette lettre
est intitulée (vARIA OPERA || MATEMATICN || D. PETAI DE FPENMAT, elc, page 176, lig. 8—10) : « Let-
» tre de Monsieurde Fermat au Reuerend Pere Mersmn-line de I'Ordre des Minimes. A Paris ».

{*") vania oOPERA [| MATHEMATICA {I D. PETRI DE PERMAT, cfe., page 177, lig. 9—39, — wufmMot- -
RES | DE [| L'ACADEMIE IMPERIALE || DES SCIENCES, elc. DE TOULOUSE, || Quatriéme Série | Toms nm,
etc., page 44, lig. 936, page 180, lig. 4—~6. — PrECIS [} DES || RUVRES MATHEMATIQUES || DE P, FER-

MAT | T DE L'ARITHMATIQUE DE DIOPHANTE, || Par E. Brassixng, olo., page 449, lig. 9—30, page
150, ligo i'-on !
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On obtient les factewrs premiers de cette séric récurrente par des considé-
ralions entierement aualogues a celles que nous avons exposées pour la série
de Lekonarp pE Pise. Cette décomposition a dit éire effectuée par Fenmar lui-
méme, jusqu'a ume certaine limite, puisqu’il indique la manidre d’arriverd ce
résultat, et notamment, pour le nombre u3, , qu'il a trouvé divisible par 923,
dans une lettre du 12 octobre edo (®).

TABLEAU DES PACTEURS PREMIERS DE LA BERIE RECURRENTE
DE FERMAT

=

Divis. impropres

3

C-2- R J—-R. 3 W LNy

3 X
7
3 X

i

PXEXT

3 X 127
7% 3¢
3 X 06X 11

B¥XTXT

IX B2 XK 11 X3

72 X 127
3 X 23X89
e 47X 1 78484
BXBXTX13 X147 244
31 601 X 1801
3 X 8194 2734
7T X 73 2 620867
3X 5 XA X127 20X413
—— ' 233X 1103X2089
BT 44 X3 X161 331

— 24474 83647
8X 17 X 287 B85
X 23 X 80 8 00479
X1 340N 43694
31 X 127 TIX 4 22021
PXEXTHKEIXI19XTI 37 X 109
. 293 X 6163 18477
IKE 24287 i 74763
1% 8161 70 1 24369
IXBIN I XATX I X4 61681

31X
1
3

P L o . L B AL i Bt e e——

(*) Dans cette lettre adressée et datée &m I'édition de 1079: « A Monsieur de **** Du 18 Octo-
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Il serait d'ailleurs assez long et (pe’uihlc de donner uue certaine extension a
ce tablean. Aiusi la décomposition en facteurs du terme Uy =2 ~ 1, n'a dtd
obtenue qu'en 14889, par Prawa. 1l a trouvé

Ugy = 21990, 23285, 088 = 43367 X 164544383 ().

Puaxa dit avoir regonnu que le nombre

2°3 — 1 w 9007109984740094

west divisible par aucun nombre premier inférieur a sooas (*%), Cependant M.
Lanpay a trouvé (*%). "

» bre {640 » (VARIA OPERA || MATHEMATICA || D. PETRI DE FERMAT, olc, page 162, lig. 9), ot dans une
de M. Brassinne (MBsoings || ve |} L’AcaDgvis, cte. pg ToULOUsE, ele, Quatrivme Série || ToME 111,
etc., page 4432, lig. 87, — pricIs || pES || ®UVRES MATHEMATIQUES || OE P. FEAMAT, elc, PAR &. BRAS-
SISNE, clc., page 143, lin. 87): « 18 Octobre 1640 4. a. x. x » on lit (VARIA OPERA | MATHEMA-
TICA |} B, PETRI DR FERMAT, ecc, , page 163, lig. 13—581. — MEMOIRES | DE | L ACADEMIE, elc, DR
ToULOUsE, efc. Quatritme 8érie [| roue tn, ete. , page 143, lig. 5—as6, page 144, lig. {—t8§. —

PRECIS || DES | BUVRES MATREMATIQUES || DE P. FERMAT, olc. PAR E. BRABSINNE, elc., page 143, lig.
« 11 me semble apris cola qu’ il m' imporets de
* vous dire lo fondement sur lequel j* appuye lea ddmonstrstions de tout ce qui concerne

» les progressions Gdomdtriques, qui est tel :

» Tout nombhre premior mesurs infuilliblement une des pulssances — 4. do quelqus pro-
gression quo o soit, & 1' esposant de ladite puissance. ont tods-multiple da pombre
premior dound — L. Bt apris qw'on a troued la premidze pulysance qul catisluit 4 la }ue-
ot

stion, toutos celles doot ler exposane sout multiples de V'expossat de la premidre sath
de mime & Ja question,

a Exemple, soit la progression donnde,
>4 pﬂ 8 4 5 ¢
»8 9 27 81 243 729, &e.

» Avec sos expossns au dessns.
» Prenes, psr oxemple, le nombee premier 43. il mesure la trolsfdme pulttance — 4, de
laquolle 3. esponaut est sotumultiple de 42. qui est motadre de V'anité qae le wombrs de
13. Bt parca que V'esposnt do 729, qui est 8, est multiple du premior exposant §. il s’ensult
que 13, mesure sussi ladite paiesance de 729, — t. Bt gette proposition est généralement
veaye on loutes progressions & en tous uomibres promiers, Dequoy je Yous eavoyecois Ia
ddmonstration, i jo n'sppedhendois d°dtre trop long., Maln il n'est pas vra que tout som-
bre premier mesure uvno puissance -+ i en toute sorte de ptogressions. st la premib.
te pulssance —o 1 qui ost mesurde par ledit nombre premier @ pous esposant un nombre
impaie, en ce cas il o'y a anouss puissance -+ § dans toute la progrostion qui soit me-
surde par lodit vombre peemier,

sExemple, parce qu'en la progression double 23, mesure lo puissanco — 4 qui a pour ex.
posant 14, ledit nomlive 28, ne mesuress aucune piissance < 4 de ladite progression & I'inflni.
» Que 3i la promibre puissance — £ qui est mesuede pat lo nombre premier donné o pour
exposant un nombeo pair s on ce cas Iu puissance & 4 qul a pour eaposant Ja moitlé dudit
promier e1posant seta mesurdo par le nombre premice dunnd'.’

» Toute la difenltd consiste ) trouver los nombres premiors , qui o mesurent aucuve
puissancs <~ 4 on une progrossion doande, Gar cela sert, par osemple, k trouver gque los
deux nombeos premiers meturent les eadicas des nombres parfaits , & s mille aunlees
choses; comine, par exemple, d'ob vient que la 87, puissance — & en 1 progression donble est
mesuréa 283, Ea un mot, il fuut ddterminer quols nombres promiers sant evux qui
mesurent leur premidre puissance — 4 & en telle sorte que Uexposant de ladite puissance
soit un nombra impir, co que j'estime foet mal-sisd, on stiendsnt uo plas grand delate.
cissement de votre part , & qu'il vous plaite deffendre cot endroit de votre Lettre ,
ol vous dites qu'spris avoir trouvd que lo diviseur doit dtre maltiple + § de V'exposant,

il y n aussi dos rigles pour trouver le quentivme desdits multiples - & de l'ozposant doit
etre Jo diviseur ».

(*) MEMORIE || DELLA [l BEALE AGCADEMIA [} DELLE SCIENZE [ DI TORINO |l sente gEconny || Toro
XX, etc., page 129, lig. 27—28, page 130, lig, 1—5. — MEMOWRE lsum { Lo THRORIE DES NOMBRES {{
PAR [l JEAN PLANA, elc., poge 17, lig. 27—24, page 18, lig, i~8.

(**) MEMORTE || DRLLA [ REALE ACCADEMIA | DELLE SCIENZE § vt TomriNo [| sERIE gECONDA || To-

Mo XX, ele., page 144, lig. 20—30, page 142, lig. 1—5, — Mé&MOIAE SUR|| LA THEORIE DES NOM-
BRES || PAR [l JEAN PLANA, elc., page 29, lig. 20—20, page 30, lig. 1—8.

(***) pEcoMPOSITION || DES NOMBRES 2% w4 | EX LEURS PACTEURS PREMIERS || DE fe=1 A n=864,

v v ¥ w
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253 — 1 = 6364 . 60431 . 20084401,
On voit donc que 2°3 -1 a trois diviseurs, et que Pun d’eux, c'est-a-dire cao1,
est inférieur a la limite 50033 assignée par Prana.

M. Gevoccnr a fait remarquer (*) que le Pere Measenne considérait comme
premiers les nombres

FRV—

N i AN Sas et —

e o

MOINS QUATRE || PAR M. F. LanDRY || Licencié s sciences mathématiques | AUTEUR vE PLUSIEURS i
MOIRER S8UR LA THEORIE DES NOMaREs || Prix: 4 frane (avec L'ovuscuLe ve 1867 (%)) | PARIS|[LEBRAL
RIE DE L. HACHETTE ET C!F|| BOULEVARD SAINT-GERMALIN, 77 || 4808 (Opuscule de 8 pages. in 4°),
page 7, col. 1, lig. 14, col. g, lig. 13, col. 3, lig. 23.

(*} ATT1 [l PELLA || . AGGADEMIA DELLE BCIENZE {| DI TORINO, ele, YOLUME UNDECIMO, elC., pa-
ge 827, lig, 2220, — INTORNO Y| A [| TRE PROBLEM! ARITMETICE [| Dt PIETRO PERMAT || NOTA DI |}
A. GENOCCHI, elc., page 49, lig. 183—18. — Voyes ci-dessus, page 36, lig. 47—-51, note (*)

(**) Dans la « PREFATIO GENERALIS » de 88 ¢ COGITATA I PHYSICO || MATHEMATICA », elc. le
Pere Mersenne dit (¢. MarING || MERSENNT || MINIMI |l coctTaTA || PHYSICO || MATHEMATICA || In quibus
tam natures quam artis cffectus | admirandi certissimis demonstra-|[tionibus explicantur, l| partsizs ||

Sumptibus anToNi 82aTIER, via Iacobma || M. pC. xLIY. | eras PRiviLEGIO REGIS, feuillet 41tme,
recto, llg, 38—40, verso, lig, 1—37) :

¢ XIK, Ad ca qum de Numeris ad crloem prop. 20. de Bellist. & pun.
cto L4 Prafationis sd Bydesul, dicta suot, sdde inuoptam artem qud
ntimeti, quotquot volueels , reperisntur qui com suis partibuy aliquotis
in voicam summam redsctis , nor solam duplam ratiotem habeant ’
{gmln wut 420 , minimus omnivm , 678, 539776, 1476304896, &
Ab9818840, qui duetus iu 8, numerum efficic £379454720, cujus par-
tes aliquote teiple sunt, quales etism sequontes 30240, 32760, 28569
920, & alij infiniti, de quibus videatue Harmonla nostea, in qua 444-
82439040, & alij suarumn partium aliquotaran sabquadrupli J sed
etiam sinl io ritione dets com suis partibus sliquotis.

» Sunt dlam alij numeri , quos vocant smicabiles , quod hgbeant par.
tes aliquotae ¥ quibus mutud reficientur , quales sunt omuium minimi
£20, & 884 ¢ huius enim aliquote puetes illum efficiunt » Vicdque versa
partes illins aliquolss hune perfectt restitount. Quales & $8418 & 11-
206; nec non PAZT036, & 4363684 rvoperies, aliosque innumeros.

s Vhi fuerit opers pretiom aduertere XXVIII numerus & Petro Bungo
pro perfeetis exhilitos, eapite XXVIIL, librl de Numeris, non esse
omues Perlecior , quippe '2,0 sunt imperfecti , adeovt solos octe perfa-
ctos haliat videlicet 6. 28. 498, 8128, 23550836, (**) 8589869056, 487~
438091328 , & 23058430081309562188; qui sunt & vegions tabulae
Bungi, 4, 2, 8, 4, 8, 10, 12, & 29: quique soli pecfecti suut, vt qui Bua-
gum habuerint, ercori medicisam faclant,

» Pored numeri perfeli adeo rari sunt, vt vadecim dumtezel potue-
vint huctenus inaenicis hoe est, alli tres b Bougisnis differontes: neque
enion vlios est alins porfactus ab illis octo, nisi supores exponentem nn.
morum 6B, progresilonis duplw ab 1 laciptentis, Nouus enim peefe.
etut ost potestas oxponentis gﬂ minus {. Docimus , potettas oxponen-
tis £28, minus §. Vodecimus deniquo, potestas 858, minus 1 , hoe est
potestas 357, vaitate decurtate, mulliplicats per poleststem 258,

2 Qui vadocim alios vuperarit, nonerit s analysim ommem, quie foerit
haetenus , suporaste : meminoritque joterea nullum ess0 perfbetom &
17000 potestate ad 82000 ; & nallom potestatum internallum tantum
astigoari possa, quin detur illud absque perfectis. Verbi gestia, ¢i fuerit
egy onetrs 1050000, nullus orit numerus progressionis duple vsque ad
2090000, qui porfectis pamoris serviat, hac est qui minor vnitate, pri-
mus exislat,

» Vnde claram ost quim rari sint porfoeti numerl, & qudm motith viris
» porfectis compavontue; esequo viam ex matitais lotlus Mathoseos dif-
» ficultstibus , prwscriptum vumerorum perfectornm multitudionm  os-
» hibere; quemadmodum & agnoseere num datl nameri 16, asut 20 eara-
» cleribus cunstyntes , sint primi veene , chm nequidem seculom inte-
*» grum hule oxamini, quoctmque modo hactanus cognito, suffeiat »,

" 2T VI " L T I - e we » o w b e wey

o W T ¥ =g

(*) Cet opuscule est intituld ¢« aux MATHEMATICIENS [| D TOUTKS LRS pABTIES DU MONDE [| CONMUX SGATION suUR
» LA DECOMPOSITION DES NOMBARSL|| BN LEUNS FACTEURS SINPLES {| PAn 2. 7. LANDRY || Licencid &s sclences mathdma-
> tiques [| AUTEUR DE PLUSIEUNS MUKOIRFS sUR LA TRHORIX DES NOMMRES, PARLS [l LivaAIRIE DR L, gACHETSE BY
s o ] BOULRVARD sAIRT-orANALN, 7T, || 4867 », et composé de 42 pages, in 4,° ot duns la dousitme desquelles, nu-
m&n;tdo lﬁg(lig- 28—29) on lit: « 27 move 1367 Paris.; — Typogeaphle do Ad, Laind et 5. Havaed , rue des Saints-
» Pores, 19, »

(*') Cest pur orvour qu'on trove il ¢ 23550386 » au lien do ¢ 33550386 ».
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En continuant cette décomposition, j'ai encore trouvé que, si I' on désigne
par ¢, le quotient de u,, par u,, ou l'expression 3" +1, les nombres

V40 V4 '
~— = 42782 58361 , et ——— = 88344 48697,
Vg X 83

sont premiers (°),
Considérons un nombre N de la forme
N=2"xA,
A élant un nombre premier, nous avons pour la somme S de ses diviseurs,
et N compris,
S = (8" — 1)(A +1);

nous en déduisons que le rapport R de la somme S des diviseurs de N, a N
est égal a
S (gt —1)(A +1)
N~ rA
On obtiendra donc pour N un nombre parfait, en posant R =3, et par suite

Amgttiey, Nwg x A,

en supposant expressément que A ou u,,, désigne un nombre premier. On
trouve ainsi, au moyen du tableau qui précéde, les nombres parfaits

R =

o w,, 2us, thug, fu,, 20, 200,, s's.utg , 8%%3,, ...

dont le chiffre des unités est toujours égal a 6 ou a 8. Cette méthode d'in-
vention €tait connue des Grees (**); mais il est assez curieux de constater que
cette question précéde immédiatement, dans le Liber Abbaci , celle dans la-
quelle nous avons trouvé la série récurrente de Fisonace: , sans qu'on puisse
apercevoir, néanmoins, le lien qui a pu réunir ces deux uestions importan-

Ce pastage de la méme prxFaTIO est rapporté par C. N. de Winsheim dans un mémoire publié
en 1751 (NOVI || COMMENTARIL | ACADEMYZ SCIBNTIARYM || IMPERIALIS || PETROPOLITANAE [ TOM, 11.||
ad Annuin >pCCXLIX. || PETROPOLT [| TYPIS ACADEMIAE SCIENTIARY S, || M D cCLT, page 718, lig. 4—33,
DR NVMERIS PERFECTIS. || AVCTORE || C. N. de Winsheim), ot dans lequel le mémeo passage est im-
médiatement précédé par les mots suivants (NOVI || COMMENTARII [} ACAOEMIAE SCIENTIARVM] [IMPERTA-
L1s || PETROPOLITANAE [ TOM. 1L {| ad Annum M » cCLI, etc., page 77, lig. 24-—27, page 78, lig. 9—3):

¢ Buspicio enim sdesse videtur, virum numerus nonus, per- '
» focti locum tueri pomsit, quonium b acutisimo Morscano
» exclusus reperitar , qui eius In locum polostatem binaril
s (867—~1) 268 siue numerum decimum nonum perfectum Hanschii
» 1475'78952589876442027, substituit : digna covte mihi viss sunt
» verba viei persplescissimi, vt hic integra exshibesntur »,

{*) NOUVELLES ANNALES || DE f| MATHEMATIQUES, clc, DRUXIENE SERIE| TONE QUINZIENE ,
page 535, lig. 93—26, NOVEMBRE 1878. — COMPTES RENDUS || BEBDOMADAIRES || DES SEANCES || DE
L’ACADEMIE DES SCIENCES, €iC. TOME QUATRE-VINGT-DEUXIEME || JANVIER~SUIN 4876, ]| PARIS, etc.
1876, page 167, N? 2, sEANCE DU LUNDI 10 JANVIER 1876.

(*') BucrLipIs || QUE SUPERSUNT || oMNia [| Bx recensione Davinis GREGORII M. D, (| Astronomiee
Professoris Savilianl, & &. s. 8.} 0xon7#, 1| E THEATNO SHELDONIANO, || An, Dom. Moccin , page
207, col. 1%, lin. 29—84, col. 2*, lig. 3450, page 208, EUCLIDIS ELEMENTORUM LIBER NONUS ,
Prop. XxXVI. .



( 113)

tes (%), dont les développements semblent appartenir aujourdhui a la méme
théorie, |

On peut chtenir au moyen de la série, d’autres nombres tels que le rap-

port que nous désignerons par R, de la somme S de tous les diviseurs de N
a N soit un nombre simple, On a

l‘;ﬁ - 7, 3. isit
Posons, par exemple,

Nea¥ xusxAxBxC....
A, B, C, . ... désignant des nombres premiers différents, nous obtenons
S 8xaax 82X (A+1)(B+y)(Ctyq).. .

Bw-—-m

N 2'4, A.B. C

Puisque 183 =9’ X 19, on posera A = 19, et. puisque A + 1= 9% 5, on posera
B=3, et en ne tenant pas compte de C, on aura, pour

N2 x5 % 7 X190 X 31 X 51,

le rapport simple

S
Rt:l«-N-cxa.

Le nombre indiqué est ainsi sous—double de ses partics aliquotes; en le mul-
tipliant par 3, on obtient R =4, et il devient un sous—triple. Par cette mé-
thode, on forme ainsi un tablean des nombres parfaits dans lequel Vexposant
n de 2 correspond au terme u,,, de la séric récurrente drudide par Fenuac,

Les nombres qui correspondent aux valeurs de n=4 et de n=¢ ont été
donnés par Dsscantes dans une de ses letires publies en 1667 (**). On lit en

{*) On lit en effet dans la huitidtme partie du deuxidme chapitre de cet ouvrage (SCRIYrI INE-
PITI [| BT || LEOXARDO PISANO, efc. VOLUME 1., etc., page 283, lig. 16-—31) :

¢ Do innentione porfoctorum numerorum.
» Perfoctus numerus est, ox quo, acceptis suis partibus, quas ipse in integrum hebet,

» fact sumdem numerum, ut 6, culus partes sunt -'é- % %; et alias partes proter has nom

habet in iategruw, Et ueeepto-;g dv 8, ecilicet 8, ot %, telliest 2, et L+ seilict 4, ni-

mirum eadem faciuat 63 que 6 loueniuntur sic 1 duplies 4, erunt 2, que duplics 2,
et & : do quibus tolle 4, remanent 84 qui numerns, cum sit prims, hoe ost, gquad
non lisheat regulam, multipliea {psum per dimidiom do supraseriptis 43 ot sic haliehis
6. Vnde si al‘quem alinas perfectum nuwmerum inuenire volueris s duplicabis iterum 4,
erunt 83 do quibus tolles 1, remanebunt 7; qui sumerus, cum non habest regulam ,
multiplicsbis eum per dimidipm de 8, uidolicot per 4, erunt 28, qui florum perlo.

clus ost 1 quia suis collectis partibus equiparatue, Partes onlm jpsine supt 1. L 211 4

: 28 (1718
Rutsum duplieatis 8, faclunt 465 de quibus, eam extrabutur 4, vomanent §5 5 qui com

habeat regulam, duplicabis iterum 46, eruut 82 do quibas tolles 4, remanchunt 31 ;
8i nomerus , cum sit sine repula , multiplicabis oum per 46, ot habebis slinm pee-
tdam numorum , seiliost 496 5 oL sic somper feclando , poteris {n {ufnitam pecfostos

humeros ropar‘im. »

{**) Le texte frangais de ce cette lolire imprimé dans le volume intitulé « veTTREs || DE || ME
» DESCASTES. | O 4l ropond & plusieurs difficultds, qui luy ont | esté proposées sur la Dioplrigue, la
» Geométrie, doo sur plusieurs aulres sufels. [| TOME TROISIESME,|IET DERNIER. | A PARIS, [} Chez CHAR-
» LE8 ANGOT, rud 8. lacques; || au Lion d'Or. (| s, 0C. LXVW. | 47 EC PRIVILEGE DV ROY B (page 458,

o T
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effct dans le texte francais de cette lettre (%) :

« Bt
» pour faire preuue des diuers vsages de 1’ Algebre on pour-
» roit proposcr touchant les nembres. Inuenire numerum euius
n farm aliquot® faciant tripluym , en voicy deux 32760, dont
» les parties aliguotes, font 98280, Et 30240, dont les parties
» font 00720, On en demande vn troisicme, auec la fagon de
» les trouuer par regle ; ou bien, si on ne veut pas donner la
» regle, io demande sept & huit tels nombres , pour ce que
» i'en ol aulvefois enuoyé six ou sept 4 Parls, qui peuucnt
» avoir esté divulguez ». (**)

Les nombres qui correspondent aux valeurs de » dgales & 15, 18, 21, 4 et

26 ont <té donnés par Feamat dans la lettre suivant, que nous reproduisons (***):

« Lettre de Monsieur d¢ Fermat & M. de Carcavé
n Conseiller au Grand Conseil A Paris.
» MoNsiEUR

» Vous m'obligez toujours, & je connais dans la continunation de vos soins celle de
» votre affection, dequoy je vous rends mille graces. Pour la Geométrie, jo n'ose pas
» encore m’z attacher forlement depuis mon incommodité ; je n’auray pourtant pas
» beaucoup de peine a trouver les deux de vos propositions: pour celle de la parahole, 'ie
» ne I'ay pas examinée ny tenlée, jo remets tout cecy & ma premitre commodité. Mats,
» de peur que vous ne maccusiez de n’envoyer rien de mon invention, je jvous envoye

» trois nombres parmy plusicurs autres que j'ay trouvés, dont les parties aliquotes font
» le mulliple.

lig. 3—30, pages 430—460), a dans ce volume (page 438, lig. 3—4) le tifre suivant « A MONSIEVR
» **** | LETTRE LXXix » Le méme texte reproduit ensuite dans Pédition publiée par M. Cousin des
veuvres de Descartes (®UVRES || DB DESCARTES, || PUBLIEES | PAR VICTOR COUSIN. || TOME NEUVIEME ||
A PANIS, || CHEZ B, ¢, LEVRAULT, LIBRAIRE, || RUE DES FosSsfis—MONSIEUR-LE-~PRINCE, N¢ 31 ;| ET a
STRASBOURG, RUE DES JUIFS, N° 33. 1| M. pecc. xxv, page 139, lig. 15—23, pages 140142, page
143, liz, 1—9, a dans cette édition (®UVRES (| PE DESCARTES, || PUBLIEES || PAR VICTOR COUSIK, || TO-
ME NEUVIEME, etc., page 143, lig. 18—17, 92} le titre ¢t la date suivants :

€ A MONSIRpR "'}
» (Lettre 79 du tome 111.)
» § 41648 ».
Cetle lotire parut aussi en lalin dans la (raduction latine des letires de Descartes publiée & Am-
stordam en 1683 (RENATI DESCARTES || EPISTOLE, || Partim Laténo sermons conscriptems, partim||é Gal-
lico in Latinum versa. | In quibus respondet ad plures difficultates ipsi propositas in Dioptrijca,

Geomelria, variisque aliarum scientiarum subjectis. || p4rs TERTI4. || 4MsTBLOD 4M1, | Ex Typogra-
phia Braviasa, mMpcuxxxitr, || Sumptibus Socielatis, pages 204-—208, page 298, lig. 1—3, Kpisro-
LA LXXI),
(*) LEvTREs | pE || MR DESCARTES, elc. TOME TROISIESME,||ET DERNIER, etc., page 489, lig, 19—
28. — ®UVRES || DE DESCARTES, {| PUBLIEES || PAR VICTOR cOuUsIN. || TOME NEUVIEMSE, elc., page 141,
(**) Dans Ja traduction latine publiée en 1083 des lettres de Descartes ce passage de la lettre
ci-dessus mentionné est traduit ainsi (RENATI DESCARTES || EPISTOLA, elc. PARS TERTI4, efc., pa-
ge 208, lig. 3—10):
¢ Et at experimen-
» tom flat diversorum usuum Algebre posset propont qooad numeros:
» Invenire numerum cujus partes allquoie faclunt triplium, ecco 4ibi duos,
» 38760 , cujns partes aliquots faciunt 98280, Et 80340 , cujos partes
s faciunt 90720, Qumritur etiam tertins cum modo ecos inventendi per
s regulam , sut si nolit quis dare regulim , postulo septem & octo tales
s nomeros , fdeo quod olim sex aut seplom Parisios miserim , qui possunt
» esse divalgati »,
{(***) VARIA OPERA [| MATEMATICA [| D. PETRI DV FERMAT, etc., page 178, lig. 3—35. — MEMmoOI-
RES || DE [| 1'ACADEMIE, ete. DE TOULOUSE, etc. (Quatriéme 8érie || rome 111, ete., page 180, lig. 7—34,
page 154, lig. 1—14, — PRRCIS || DES || BUYRES MATHEMATIQUES [| DB P. PEAMAT, etC. PAR B. BRAS-

SINNE, ele., page 180, lig. 7—-14, page 151, lig. 4—14.
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» Le nombre suivant est sous-triple de ses parties aliquotes, 14942$23276641920.

» Celuy-cy est sous-quadruple , 1802582780370364664760.
» Bt celuy-cy aussi, 87934476737068055040.

» Puisque je me trouve sur celie maliére, en voicy deux que j'ai choisis parmy mes

» sous~quintuples,

» Le premier se produit des nombres suivans multirligz entr'eux, 8388608, 2801, 2401.

» 2497, 2187, 1334. 467. 307 . 280. 244, 125, 61. 41, 31.

» Bt l'autre se produit des nombres suivans multiplicz ent' eux 434247728, 243. 169,

» 187, 428, 493. 84, 43. 34. 20, 49, 41. 7,

» En voicy encore un sous-double de ses parties de mon inven-tion, lequel, multiplié

» par 3. fait un sous-triple, ledit nombre est, 51001180460,

» Clest parmy gnantite d’autres que j'ay trouvez que j'ay choisi par advance ceux-cy
» pour vous en faire part, afin que vous en puissiéz juger par cet échantillon. J°a
» irouvé la méthode géndrale pour trouver tous les possibles, dequoy je suis assu
» que Monsieur do Roberval sora élonné, & le bon Pere Mersenne aussi, car il n’y a cer-
» tainement quoy que ce soit dans toutes les Mathématiques plus difficile que cecy, &
» hors Monsieur de Frénicle, & peut-8tre Monsieur Descartes, jedoute que personne en
» connaisse le secret, qui pourtant ne le sers pas pour vous, non plus que mille autres in-
» ventions dont je pourray vous entretenir une autrefols, & pour exciter par mon
» exemple les Scavans du Pals ol vous eslez, fo leur propose de trouver autant de trian-
» gles en nombres qu'on voudra, de méme sire, ce que Diophante ny Viete n'ont trou-

» vé que pour trois seulement. Je suis, &¢. »

TABLEAU DES NOMBRES PARFAITS ET AUTRES ANALOGUES.

n FACTEURS PREMIERS DE N R. | Modes de composition |
219X3, 2| Parfait
| 3|92x1, 2 | Parfait
4|22 X 3xs, 3 | Sous-double
428X a8 XTX13, 4 | Sous-triple
B|etxa, 2 | Parfait
6| ¥XIXT, 3 | Sous-double
B|BXIXEXT, 4 | Sous-triple
71 28X 121, 2 | Parfait
827X IXBXTX X 17X 19, 5| Sous-guadruple
018X BXTX0XIX T, 3 | Sous-double
91X IXEXTXI0XITXT3, 4| Sous-triple
10 | 29X 3 X 41 X 314, 3 | Sous-double
10 3 2% X 38 ¢ 5 X 41 X 34, 4 | Sous-triple
14 1 219 3V 3¢ 5 X 72 X 143 X 19 X 23 X 89, 3 | Sous—quadruple
13 | 23 ¥ 8194, 2 | Parfait
14 | 298 % 3 % 11 X 43 X {97, 3 | Sous-double
18 128 3 5% 7% 10 X 31 W 151, 3 | Sous-double
48 [ 26 % 3 BXTX19X 31 X 151, 4 | Sous—triple
47 | 210 X 1 31074, 2 | Parfait
18 | 27 X 5 X 72 X 13 X 192 X 37 X 13 x 127, 8 | Bous-quadruple
19 | 2'8 X § 24287, 2 | Parfait
21 9305 38 % 8 79X 439 X 19 X 31 X 64 X 127 X 357, B | Sous-quadruple
84 | BN WYX TN 11X 132 X 1T X 31 XA X 61X 244 X 307 X 467 X 2804, 8 | Sous-quintaple
98 | 9237 y¢ ¥ XTXUX1IX 10X 29 X 31 X 43 X 61 X 113 X 121, ¢ Sous—t!uintuple
31 | 920 x¢ (2814, 2 [ Parfai
67 | 29 3¢ (967 — 4), 2 { Parfait
127 | 2036 3¢ (9197 . {) 2 | Parfait

On trouve encore dans la correspondance de Feruar un autre geare de pro-
blémes concernaut cette théorie. Il s'agit de trouver un cube x* dont la som-

me des diviseurs sont un carvé parfait, et par conséquent, lorsque x est pre-

mier, de résoudre 1'équation

45
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ez -2+ 2 =y (%),
M. Gerono (**) a démontré ce théortme curienx, que I'équation ci-dessus n'a
que les solutious 2 =1 et & =7 Cette dernitre solution a ¢té indiqude par
Feamar (**#); mais lorsque 2 n’est pas premier, on peut trouver uae série indéfinie
de cubes dont la somme des diviseurs est un carré parfait. Dans ce cas, j'ai
trouvé pour la plus petite solution
T=2X3X5X13X 4 X4T,
et 'on a pour la somme des diviseurs

[27X3*x 8" X1X 13 X 17X 29",
11 serait facile de trouver toutes les valeurs de x inférieures a une limite donnde.

§. 2.

SUR LER TRIANGLES RECTANGLES EN NOMBRES BRTIERS.

1. Prosuime. ~ Trouver un triangle rectangle dont Ihypoténuse soit dgale
& un carré, ainsi que la somme ou la différence des cotés de PUangle droit.
En ddsignant par z,y, 2% les deux cbtés et I’hypotdnuse dv triangle cher-
ché, on a
z+y=u', x'+ 5 =2\
Le probleme est donc ramené a la vésolution en nombres entiers de l'équation
eX! - V' = 22
que nous avons donnée plus haut; on a ainsi, en tenant compte des signes,
les triangles rectangles ayant pour cétds
— 119, 120, 109,
22 709563, — 4 713304, 23 28623%;
436 54860 27761 , 106 16322 03520 , 468 78086 10380 ,

. L ] [ ] [ + * L] [} * L] a ]

formés respectivement des nombres

(*) VARIA OPERA [ MATHEMATICA (| b, PETRI DE FPERMAT, elc., page 188, lig. 24—29, page 194,
lig. 1-24, — MEMOIRES [l DE [| L'ACADEMIE , olc. DE TOULOUSE , ete. Quatridme Série. | ToME 111,
etc., page 164, lig. 1~7, page 462, lig. 32—35, page 183, lig. 1—26. — PRECI3 [| DES | ®UVRES MA-
THENATIQUES {| DE p. FERMAT, etc. Par E. BRASSINNE, efc., page 164, lig. 1--7, page 162, Jig. 33
—35, page 163, lig. 1—25. '

(') NOUVELLES ANNALES { DE || MATHEMATIQUES [| IOURNAL, ¢l¢. REDIGE || PAR MM. GERONO, elc.
ET BRISSE, efc. DEUXIBME SERIE [| TOME S8EIZIRNME, efc. PARYS, elc. 1877, pages 230-—233, page 234,
lig. 1—0, mar 1871,

(***) YARIA OPERA [| MATHEMATICA || D. PETRI DE FERMAT, etc., page 188, lig. 27—20, — MEmoOI-
RES | DE || L'ACADEMIE, elc. DE TOULOUSE, otc. Quatridme Série. || Tone 111, ete., page 181, lig. 3—86.
~ prECIS || DES | RUYRES MATHEMATIQUES || DE P. PERMAT, otc. PAR E. BRASSINNE, otc., page 164,
lig. 3—6.



( H7)
8 el 12,
847 et 110,
2450806 et 246702,

les deux premiers triangles sont tels que la différence des cotés de l'angle droit
est un carré parfuit, et le troisitme triangle est tel que la somme des deux
cdtés de l'angle droit est un carré parfait. C' est pour cette raison que nous
avons couservé chacun des cotds avec le signe convenable, Mais, si I'on s'en
tient strictement aux triangles dont les cOtés sont supposés positifs, la troisieme
des solutions précédentes est la plus petite solution, en nombres entiers, d’un
probleme posé par Femwar, dans une observation sur le Traité des doubles €ga-

lités de Bacuer pe Meziriac (*) :

€ OBSERVATIO D, P, F,

» HVIC‘ de duplicatis mqualitalibus tractntui mulla possemus adim:Fm que nec
» ER veleres nec noui delexerunt, Suffictt nunc, vt methodi nostre dignilatem dos
» pSUIN asseramus, ub quwstionem soquentem guw sane difficillima est resoluamus,
» Invenive triangulum rectangulum numero, cuius hypathenusa sit quadratus, o+ pari-
» tar summa lalerum ofrca rectum. Triangulum quasitum reprasentant trés numeri se-
» quentes 4087208610289, 4563486027704 , {081052203520. Formatus autem 4
» duobus numeris sequentibus 2450003, 246792 » (**).

On doit observer que les solutions de I'équation biquadratique considérée plus
haut donnent, en méme temps, celles du probléme suivant:

Trouver deux nombres entiers dont la somme ou la différence soit egale
& un carré, et dont la somme des carrés soit égale & un bicarré.,

2. Paosutye. — Trouver en nombres entiers, un triangle rectungle avec cette
condition que le carré de la somme ou de la différence des cbtés de langle
droit, diminue¢ du double du carre du plus petit cite fasse un carré.

En désignant par x, y les deux cétés de I'angle droit, et par z I'hypoté-
nuse du triangle cherché, on a les conditions

2 eytes, (@-gf-yt=u;
Ges équations sont identiques a celles du probleme précédent. Ainsi le trian-
gle rectangle dont les cétds sont

1847, 156, 1595 ,
formés des nombres 39 et 2 satisfait 2 la question proposée.

o7 (*‘g DIOPHANTL ALEXANDRINT || ARITHMETICORUM | LIBRT SEX, ecC. TOLOsX, 1670, page 333, lig.
~33.

(**) M. Brassinne traduit ce passage ainsi (MEMOIRES [| OF || L'ACADEMIE, clc. DE TOULOUSE, elc.
Quatribme 8érie || roME 1r, ete., page 195, lig. 15—24, — pukeis || DES BUVRES MATHEMATIQUES
DE FERMAT || PAR BRASSINGE, elc., page 425, lig. 45--24):

¢ OB5, DK YERMAT, 4 co fralté des doubles dgalilés nous pour-
s rions ajounter plusteurs choses que nt les anclens , ni les mo-
» dernes , n' ont ddcouvertss. I nous suffit maintenant , ponr
» prouver la dignité st I' usage do notre méthode , de résondre
2 la quostion suivante, gul est certainement (rds diffictle, Trou.
» ver en nombres un triengle rectangle dont U hypothénnse soit
s un carrd, ainsi que la somme des cdtés de ' angle droit, Les
3 lrois nombres sulvants reprisentent lo trtangle cherchd;
» AGST208610280 , 4565480027761 , 406165993522, «
» ¢st formd des deux nomhres swivants : $150905 , 246792, »
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M. ue Paixes Boxcoweacys a rvencoutré dernitrement, dans la correspondance
du P. Mensenne et de Toxnicenut, un problime posé et résolu par Feamar, mais
dont I enoncé et la solution restaient ignorés, On trouve, en effet, dans un
post=scriptum d'une lettre adressée par le P, Mensenne 2 Tormiceri, et datée
« Festo Notalis Domini anni 1043 » (%), le passage suivant (*9):

« Clarissimus Geometra Benator Tholosanus Fermatius, tibi (per me) sequens
» problema soluendum proponit, quod duo de Conoideo aculo infinito gquivaleat.
» Invenire trisngnlum rectangylum in numeris , cuius Jatns maivs sit quadra-
» tum, summaque duorum aliorum laterum etiam sit (]uadruluql s denique summa ,
» maiotis et medij lateris sit etiam quadratum. Bxempli gratia in trlangulo 8, 4, 3.
» oportet 5. esse numerum quadratum , deinde summa 4. et 3. hoc est 4. foret
» quadratus numeruss denigue summa 5. et 4, hoc est 9. esset quadrata ».

3. Le probléme proposé par Feruar ne differe pas du probitme du §3, an
point de vue algébrique, puisqu'il conduit aux mémes équations; il en differe
au point de vue arithmétique, a cause des conditions nouvelles introduites dans
ce dernier énoncé. Ainsi dans la solution numérique rapportée ci~dessus, pour
le troisibme triangle, la somme de ['hypoténuse, et du plus petit cbté, et non
pas de I'hypoténuse et du moyen céié, est un carré parfait, On sait, en effet,
que 8i x et y ddsignent deux nombres premiers entre eux, l'un pair et I'autre
impair, les trois cOtés d'un triangle rectangle dont les cdtés sont entiers, ont
respectivement pour valeurs

-, 22y, 2"+
Il résulte de la, que I'hypoténuse angmentée on diminude du cété pair est tou-
jours un carré, puisque l'on a Pidentitd |
x4 ytE (2 xy)= (1 +y)?,
qui avait déja été ohservée par les auteurs arabes (***),

Par conséquent, pour répondre exactement a la question posée dans la lettre
de Mersenne, on doit continuer le tableau général des solutions du problime
du § 2 de ce chapitre, jusqua ce que Fon ait trouvé un triangle rectangle sa-
tisfaisant aux deux conditions suivantes :

17 @ et » positifs,

20 Le cOté pair est, en méme temps, le cété moyen,

On obtient le triangle ayant -les plus petits c4tés en nombres entiers, & l'aide
de la cinquitme solution de I'équation biquadratique

RAREE) LY A

(*) BULLETTINO [l DY | BIBLIOGRAFIA E DT STORIA || DELLE || SCIENZE MATEMATICHE E FISICHE i
PUBBLICATO || DA B. BONCOMPAGNI, efc, TOMO VI, || ROMA, etc. §878, page 44, lig. 6.

(*') BULLETTINO {| D! || BIBLIOGRARIA, elC. TOMO viI, etc., page 414, lig. 10—16, LucLIo 1875,

(***) aTTI [ DRLL'ACCADEMIA PONTIFICIA [| DE'NUOYI LINCEL, efc. TOMO XIV.-=ANNO XIV, etc.,
page 248, lig. 2834, SESSiONE 1V® DEL 3 MARZO 1864, — RECHERCHES [ SUR PLUSIEURS ODVRA-

GES | DE LEOSARD DE PISE, elc. PAR M. F. WOENCKE, efc. PREMIERE PARTIE, efe. II[, etc., page
17’ ligo 19“-28.
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En résumé, les cotés les plus pet(ils du triangle cherché paraissent contenir
chacon dewx—cent—vingt-neuf chiffres, au moins, Il est donc probable «ue 1'il-
lustre Feauat n'a pas terminé numériquement la solution de ce probléme dont
Vénoncé serait demeuré ignoré, sans la publication qui en a €té faite par M.
le Prince Boncowragni.

4. -Prosuime, —~ Trowver un triangle rectangle dont les cbtés soient expri-
més en nombres entiers, et dont la surface soit égale & six fois gelle d'un
ocarré, comme pour le triangle rectangle dont les cités sont 3, 4 et 5.

Les solutions donndes jusqu'a présent de ce problime ne paraissent pas com-
pletes; on remarquera, que lu solution générale donne deux séries de formules
qui permeltent de déduire toutes les solutions de deux d'entre elles; ces solu-
tions, qui sont les plus petites en nombres entiers ont été donndes par Fuauatr (*) et
le P. BiLy (**). On consultera avec fruit Pouvrage déja cité de M. Genoccur (*#%),

Les coiés du triangle étant désignds par
r’-s, 8rs, A L
on doit avoir

rs(r® - s%)e= = ¢U?,

d'olk on tire l'une ou Pautre des deux hypothiéses suivantes

regut, §e¢®, res=4g’, r-s=w’,
ou
re=3u’, s=¢®, resess, r-sesw;
on déduit, de cette seconde hypothdse, le systéme
82— o*, 2z +wl=su®,

que nous avons résoln complitement [Chap. 1II, § 3] (***¥). La solution im-
médiate donne le triangle dont les cétés sont

3, 4, &,
et la solution ¢ =47, w =33 donne le triangle
78 16803 , 28 96804 , 77 76485,
La premiére hypothise conduit au systéme
P esut =, VU =3,

(*) DIOPHANTI [ ALEXANDRINE [} ARITRMETICORYM | LIBRY SEX, (|ET DE NVMERIS MVYLTANGV-
LIS |l LIBER VRVS, efc. TOLOSE. elt, M. DC. LXX, page 220, lig. D—34.
(**) DIOPHANTI [| ALEXANDRING |} ARITHMEVICORY M Il LIBRI SEX, || BT DE NVMERIS MYLTANGVLIS H

LIBER VNVS, elC., DOCTRINE || ANALYTICE [ INVENTVM NOVVN, || Collectum & R. P. Jacobo de Billy,
ete. page 44, lig. 1-—23.

(***) ANNALI || DI SCTENZE || MATEMATICHE B FISICHE||cOMPILATI
ToMo $£5T0, ofc., page 37, lig. 13—49, 35,
INEDITL || DI LEONARDO PIBANO , eto.

{****) Voyez ci-dessus, page 75, lig. 8~33, pages 76--17, page 78, lig. 1—21.

[l A} BARNABA TORTOLINT, efc,
page 348320, AcosTO 4858, — 80PRA || TRE SCRITTI
NOTE AN ALITICHE || DY ANGELO GENOCCHI, etc., page {05,
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que nous avons compldtement résolu au chapitre des nombres congruents ; la -
solution # =9, v=8, donne le triangle

49, 1200, 1201,

dont la surface est dgale a ofr0).

Une discussion analogue & la précédente conduit d'ailleurs au théortme sui-
vant qui compléte les résultats dus & Fisonacct et 2 Feamar:

Tugonens. - L'aire d'un triangle rectangle en nombres entiers ne peut étre
egale & un carré, ni aw double, au triple, ou au quintuple d'un carré,

5. ~ Pnosugye. —~ Trouver un triangle rectangle, en nombres entiers, tel
que le carré de Uhypoténuse augmenté du double de Laire du triangle, soit
égale & un carrd parfait.

En ddsignant par p* 4", 2pg, p* +4", les trois cotés du triangle cherché,
on doit avoir

® ") +2p9p" - gy =5*

pt+3p’q + 3p°g" ~ 2pgt + g =57
cette dquation se raméne & la suivante

ou bien

(1) x* —~ axly? ¢ yi=27,
considérée par Lecexone, a l'occasion de ce probléme :

Prosutue. — Trouver trois carrds inegaux tels que la somme de deuzx quel-
conques dentre ewx diminuée du troisiéme, soit un carré parfait.

Pour la plus petite solution de ce dernier probléme Lroenore a donné les
valeurs suivantes

241% + 260° — 149" = 3207 , 260° + 149° —244% = 191° , 149" + 241° ~ 289 = 89",
meis la solution de P'équation (1) restait incompléte (*).
Nous pouvons supposer 2 impair et y pair, dans I'éguation (1), et en tirer
(2? =2 ) =22 =394 ;
d'ott les deux décompositions suivantes

-t tzmeurt, 2-gplzzemas,  years,
ou

a' =g P kg mmgrt, x*~3yizzoxsst, y=are

Si nous prenons les signes inférieurs dans le premier des systémes précédents,
ou les signes supérienrs dans le second, nous obtenons les équations

81ris? —4aprt st p?, 8543t e gt ma?

(*) THEORIE || DES NOMBRES. | TROISIEME EDITION, {| PAR ADRIEN-MARIE LEGENDRE. || TOME I,
cte., pages 126—127.
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impossibles suivant le module a; donc, en prenant Ies autres combinaisons de
signes, il uous reste & résoudre les deux équations

(2) 12rt+8r2s? +5t=a?,
(3) 3rt-8rrs" v a5t — 27
Pour résoudre l'équation (2), nous l'derivons sous la forme
(s +4r')— ' =4 rt,
et, nous chtenons la décomposition
Searibx =sul, Srarsr =9, roe=up,
Nous en déduisons, par addilion, I'équation
- aur et w52,
identique avec I'équation proposée. Elle a pour selution immédiate

x°'=2, J’o=iq zoﬂi‘;
par suite

mlz:l‘s. ]"36‘, Zlﬂiﬂi.
Cette solution conduit aux nombres donnés, par Lecexpag, et que nous avons
reproduits plus haut. En géuéral, d'une solution x, 7, z, de 'équation (1), on
obtient une série indéfinie de solutions nouvelles, au moyen des formules

(A) Xexteyt, VY=oaxys, I=naly-2,
qu'on déduit d'ailleurs des formules de Lesescus.
Quant & l'équation (1), nous pouvons I'écrire
4"~ r) v+ 2=,

et poser, par suite ,

x:u‘wv’, S&_ra=w’ raua+va'
Nous en déduisons le systtme
(1) St vv’vuw, P=u’rod

On tire de la seconde
u=2pg, v=p'-q, r=p+q,
et, en portant dans la précédente, on obtient
(3) P +apiq v p'qt —apg’ 4 pt = s,

Nous retrouvons ainsi I'équation que 'on ddduit immédiatement du prohléme
proposé. Nous observerons que la considération du systdme (4) nous permet de
résoudre le probléme suivant :

Prosueug. — Trouver en nombre entiers deux triangles ayant deux cétés
egaux chacun & chacun et dans lesquels Pangle compris est égal & 90 pour
le premier triangle, et & 6° ou & 126°, pour le second.

T £t

ok

(3
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On peut derive le systéme (5) sous la forme
= (p* +pg- g +3p%g",
d'ailleurs « et v sont premiers entre eux, et désigne un nombre pair; on
peut donc poser
p’-l-pq’--q’-t-.s'u:hsg’, Prepg - g -sonah?, pg =2 gh;

d'autre part, il est dvident que nous navons pas & tenir compte des signes
infériears, Par conséquent, nous avons

P'-q=3g-agh-h*;
posons, comme précédemment,
petmg, h=mg,
nous obtenons, en exprimant que la valenr de m est rationnelle
¢ +8q'%g"+12g' =1,
ct celte équation se raméne a l'dquation (1), On obtiendra donc une série de
solutions nouvelles de I'équation (1), & I'aide dune premitre &, 7, + 3, au moyen .

des formules - ;
, mezt—Paxys, neaxy s, 5
) | X = 18 m'n’zy’ - (amlzp® -~ 05y,

Y = 2(a 2’y + 0°%) 3 n2ay + misY)
L = 4(3 B’y + ms*)® + Suam’x*y® + n's’)' .
On trouve ainsi, par exemple,

X 61, Y =442, Z = 364807.
Nous espérons donner dans un prochain travail I'application des formules de
sommation exposées dans le Chapitre IV, et des formules de résolution des équa-
tions biquadratiques considérées plus haut, & la démonstration. d'une série de

théordmes curieux sur les sommes de carrés et de cubes , dont on trouve le
point de départ dans les travaux de Fisonaccr et de Fenmar.




